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Re´sume´
Nous de´montrons ici la conjecture de Batyrev et Manin pour le
nombre de points de hauteur borne´e de certaines hypersurfaces de l’es-
pace triprojectif de tridegre´ (1, 1, 1). La constante intervenant dans le
re´sultat final est bien celle conjecture´e par Peyre. La me´thode utilise´e
est fortement inspire´e de celle de´veloppe´e par D. Schindler pour traiter
le cas des hypersurfaces des espaces biprojectifs, qui elle-meˆme s’inspire
de la me´thode du cercle de Hardy-Littlewood.
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1 Introduction
On conside`re une hypersurface V de l’espace PnQ×PnQ×PnQ de´finie par
une e´quation F (x,y,z) = 0 ou`
F (x,y,z) =
∑
06i,j,k6n
αi,j,kxiyjzk,
avec (x,y,z) = ((x0 : ... : xn), (y0 : ... : yn), (z0 : ... : zn)) ∈ PnQ×PnQ×PnQ et
αi,j,k ∈ Q. On dira que (x0, ..., xn) ∈ Zn+1 est primitif si pgcd(x0, ..., xn) = 1
Dans tout ce qui va suivre, on note pour tout (x,y,z) ∈ PnZ ×PnZ ×PnZ :
H(x,y,z) = max
06i6n
|xi|n max
06j6n
|yj|n max
06k6n
|zk|n,
la hauteur associe´e au fibre´ anticanonique , et
H ′(x,y,z) = max
06i6n
|xi| max
06j6n
|yj| max
06k6n
|zk|,
ou` (x0, ..., xn), (y0, ..., yn), (z0, ..., zn) ∈ Zn+1 sont primitifs et tels que
(x,y,z) = ((x0 : ... : xn), (y0 : ... : yn), (z0 : ... : zn)). On souhaite
de´terminer une formule asymptotique pour le nombre de points ([x], [y], [z])
d’un ouvert de Zariski de l’hypersurface V de hauteur H(x,y,z) borne´e par
B (on notera NU (B) ce nombre de points), ce qui revient a` e´valuer, quitte
a` remplacer B par Bn
N˜U (B) = card{(x,y,z) ∈ (Zn+1 × Zn+1 × Zn+1) ∩ U |
(x0, ..., xn), (y0, ..., yn), (z0, ..., zn) primitifs, H
′(x,y,z) 6 B},
ou` U de´signe un ouvert de Zariski de An+1C ×An+1C ×An+1C . On a en effet
NU(B) = 1
8
N˜U (B
1
n )
( le coefficient 18 est duˆ au fait que deux vecteurs primitifs x et−x repre´sentent
le meˆme e´le´ment de Pn). Par une inversion de Mo¨bius, on se rame`ne au cal-
cul de
(1)
NU (B) = card{(x,y,z) ∈ (Zn+1×Zn+1×Zn+1)∩U | H ′(x,y,z) 6 B}.
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Nous allons e´valuer ce nombre NU (B) en suivant la me´thode de´crite par
Schindler (cf. [Sch1], [Sch2]). Nous e´tablirons en fait (voir proposition 6.2)
que, pour un ouvert U bien choisi, ce nombre est
NU (B) =
1
2
σBn log(B)2 +O(Bn log(B)),
(ou` σ est une constante que nous pre´ciserons), ce qui nous permettra d’en
de´duire que :
NU(B) = C(V )Bn log(B)2 +O(Bn log(B)),
ou` C(V ) est la constante conjecture´e par Peyre (cf.[Pe]). Remarquons qu’il
est ici indispensable de se restreindre a` un ouvert de Zariski U . La varie´te´ V
pre´sente en effet des sous-varie´te´s accumulatrices. Conside´rons par exemple
un point (x,y) ∈ Zn+1 × Zn+1 tel que :
∀k ∈ {0, ..., n},
n∑
i,j=0
αi,j,kxiyj = 0.
Alors, pour tout z ∈ Zn+1 tel que |z| 6 B/(|x||y|) on aurait F (x,y,z) = 0,
ce qui implique donc que
card{(x,y,z) ∈ V ∩ (Zn+1 × Zn+1 × Zn+1) | H ′(x,y,z) 6 B} ≫ Bn+1.
On notera, pour (x,y,z) ∈ Cn+1 ×Cn+1 ×Cn+1 :
(2) ∀k ∈ {0, ..., n}, Bk(x,y) =
n∑
i=0
n∑
j=0
αi,j,kxiyj ,
(3) ∀j ∈ {0, ..., n}, B′j(x,z) =
n∑
i=0
n∑
k=0
αi,j,kxizk,
(4) ∀i ∈ {0, ..., n}, B′′i (y,z) =
n∑
j=0
n∑
k=0
αi,j,kyjzk.
Par ailleurs, on de´finit
(5) V ∗3 = {(x,y) ∈ An+1C ×An+1C | ∀k ∈ {0, ..., n}, Bk(x,y) = 0},
(6) V ∗2 = {(x,z) ∈ An+1C ×An+1C | ∀j ∈ {0, ..., n}, B′j(x,z) = 0},
(7) V ∗1 = {(y,z) ∈ An+1C ×An+1C | ∀i ∈ {0, ..., n}, B′′i (x,y) = 0}.
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On veut supposer que l’hypersurface V est lisse. Il nous sera e´galement
utile de supposer qu’elle ve´rifie par ailleurs la proprie´te´ suivante :
dimV ∗1 = dimV
∗
2 = dimV
∗
3 = n+ 1.
Il convient donc de de´montrer qu’il existe des rationnels (αi,j,k)i,j,k tels que
ces proprie´te´s soient vraie. En fait, nous allons montrer que chacune de ces
proprie´te´ est vraie pour un ouvert dense de (αi,j,k)i,j,k ∈ A3(n+1)Q .
Montrons que V est lisse pour un ouvert dense de (αi,j,k)i,j,k ∈ A3(n+1)Q .
Remarquons que X = Pn ×Pn ×Pn peut eˆtre vue comme une sous-varie´te´
lisse de PN (ou` N = (n+ 1)3 − 1) via le plongement de Segre :
s :Pn ×Pn ×Pn → PN
([x], [y], [z]) 7→ [(xiyjzk)i,j,k].
Alors, d’apre`s le the´ore`me de Bertini (cf. [Ha]), pour une famille ouverte
dense d’hyperplans projectifs Hα = {(Xi,j,k) |
∑
i,j,k αi,j,kXi,j,k = 0} ⊂ PN ,
on a que X ∩Hα est lisse, or on remarque que :
X ∩Hα = {([x], [y], [z]) ∈ X |
n∑
i,j,k=0
αi,jkxiyjzk = 0}.
Par conse´quent, V est lisse pour un ouvert dense de (αi,j,k)i,j,k ∈ A3(n+1)Q .
Nous allons a` pre´sent montrer que pour un ouvert dense de (αi,j,k)i,j,k ∈
A
3(n+1)
Q , on a dimV
∗
3 = n + 1. On plonge Y = P
n × Pn dans PN ′ (ou`
N ′ = (n+ 1)2 − 1) via le plongement de Segre. Toujours par application du
the´ore`me de Bertini, on a qu’il existe un ouvert dense d’hyperplans Hα0 =
{[Xi,j ] |
∑n
i,j=0 αi,j,0Xi,j = 0} ne contenant pas Y tels que Hα0 ∩ Y soit
lisse. On a alors dim(Y ∩ Hα0) = 2n − 1 pour chacun de ces hyperplans.
On proce`de de meˆme par la suite avec des hyperplans Hα1 , ...,Hαn (avec
Hαk = {[Xi,j ] |
∑n
i,j=0 αi,j,kXi,j = 0}. On trouve alors que, pour un ouvert
dense de (αi,j,k) = (α0, ...,αn) ∈ A3(n+1)Q , on a que
Y ∩Hα0 ∩ ... ∩Hαn = {([x], [y]) ∈ Pn ×Pn | Bk(x,y) = 0 ∀k}
est lisse et de dimension 2n−(n+1) = n−1. Par conse´quent, dimV ∗3 = n+1
pour un ouvert dense de (αi,j,k)i,j,k ∈ A3(n+1)Q . On montre de fac¸on analogue
que dimV ∗2 = n+ 1 et dimV
∗
1 = n+ 1 pour un ouvert dense de (αi,j,k).
On conclut qu’il existe un ouvert dense de rationnels (αi,j,k)i,j,k ∈ A3(n+1)Q
tels que l’hypersurface V qu’ils de´finissent soit lisse et telle que dimV ∗1 =
dimV ∗2 = dimV
∗
3 = n+1. Nous supposerons donc dore´navant que V est une
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telle hypersurface.
La me´thode employe´e ici pour e´valuer NU (B) consiste dans un premier
temps a` donner une formule asymptotique pour le nombre NU (P1, P2, P3)
de points (x,y,z) de U ∩ (Zn+1×Zn+1×Zn+1) tels que |x| 6 P1, |y| 6 P2,
|z| 6 P3 (ici |x| de´signera maxi |xi|). On de´montre en fait que l’on a une
formule du type
(8) NU (P1, P2, P3) = σP
n
1 P
n
2 P
n
3 +O
(
Pn1 P
n
2 P
n
3 min{P1, P2, P3}−δ
)
pour des constantes σ et δ > 0 que nous pre´ciserons. Par la suite, on utilise
des re´sultats semblables a` ceux de la section 9 de [Sch2] pour en de´duire
NU (B).
Dans la section 2, en utilisant des arguments issus de la me´thode du
cercle, on e´tablit la formule (8) pour P1, P2, P3 ≪ relativement proches ≫.
Plus pre´cise´ment on montre (cf. proposition 2.12) que si P2 = P
b
1 et P3 = P
b′
1
avec b, b′ > 1 et si 1 + b + b′ < n + 1, alors la formule (8) est ve´rifie´e.
Par la suite dans la section 3, pour un x ∈ Zn+1, on donne une formule
asymptotique pour le nombre de points (y,z) de la fibre Vx de V tels que
|y| 6 P2 et |z| 6 P3 en utilisant a` nouveau la me´thode du cercle. Les
re´sultats obtenus combine´s avec ceux de la section 2 nous permettrons dans
la section 4 d’e´tablir la formule (8) pour b, b′ arbitrairement grands mais
ve´rifiant b′ 6 b + 1 + ν (avec ν > 0 arbitrairement petit) (voir proposition
4.4 ). La section 5 est consacre´e au cas ou` b′ > b+1+ν. On re´sout ce proble`me
en invoquant des re´sultats de ge´ome´trie des nombres, et plus pre´sise´ment
de comptage de points d’un re´seau hyperplan dans un domaine borne´. Tout
ceci permet finalement de de´montrer la formule (8) pour tous P1, P2, P3 (cf.
proposition 5.3). Dans la section 6, on utilise les re´sultats e´tablis par Blomer
et Bru¨dern dans [B-B] pour conclure quant a` la valeur de NU (B) a` partir
des re´sultats obtenus pour NU (P1, P2, P3). Enfin, la section 7 est consacre´e
a` l’e´tude des constantes intervenant dans la formule asymptotique obtenue
pour NU (B). On ve´rifie en particulier que le re´sultat est bien en accord avec
les conjectures avance´es par Peyre dans [Pe].
2 Premie`re e´tape
Dans cette premie`re partie, nous allons de´montrer, pour 1 6 P1 6 P2 6
P3, que le nombre
N(P1, P2, P3) = card{(x,y,z) ∈ (Zn+1 ∩ P1B1)× (Zn+1 ∩ P2B2)
× (Zn+1 ∩ P3B3) | max
k
|Bk(x,y)| 6= 0, F (x,y,z) = 0}
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(ou` PiBi = Pi[−1, 1]n+1 = [−Pi, Pi]n+1) est du type
N(P1, P2, P3) = σP
n
1 P
n
2 P
n
3 +O(P
n−δ
1 P
n
2 P
n
3 ).
pour n assez grand. La me´thode utilise´e est inspire´e de l’article [Sch1].
2.1 Sommes d’exponentielles
Soit α ∈ [0, 1], on pose
(9) S(α) =
∑
x∈P1B1∩Zn+1
∑
y∈P2B2∩Zn+1
maxk |Bk(x,y)|6=0
∑
z∈P3B3∩Zn+1
e(αF (x,y,z))
ou` e de´signe l’application x 7→ exp(2ipix). On commence par remarquer que,
pour x,y fixe´s :
(10)
∣∣∣∣∣∣
∑
z∈P3B3∩Zn+1
e(αF (x,y,z))
∣∣∣∣∣∣≪
n∏
k=0
min
(
P3, ||αBk(x,y)||−1
)
ou`, pour a ∈ R, ||a|| de´signe la distance de a a` Z, autrement dit ||a|| =
infm∈Z |a−m|. Conside´rons r = (r0, ..., rn) ∈ Nn+1. On note, pour x ∈ P1B1
fixe´ :
A(x, r) = {y ∈ P2B2 | rkP−13 6 {αBk(x,y)} 6 (rk + 1)P−13 },
ou`, pour m ∈ R, {m} de´signe la partie fractionnaire de m. On a alors que,
pour x ∈ P1B1 fixe´, d’apre`s (10) :
(11)
∑
y∈P2B2∩Zn+1
maxk |Bk(x,y)|6=0
∑
z∈P3B3∩Zn+1
e(αF (x,y,z))
≪
∑
|r|6P3
A(x, r)
n∏
k=0
min
(
P3,max
(
P3
rk
,
P3
P3 − rk − 1
))
.
D’autre part, si (u,v) ∈ A(x, r)2, on a alors :
||αBk(x,u− v)|| = ||αBk(x,u)− αBk(x,v)|| < P−13 .
Par conse´quent, si l’on note
N(x) = {y ∈ P2B2 | ∀k ∈ {0, ..., n}, ||αBk(x,y)|| < P−13 },
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on a alors A(x, r) 6 N(x)+1 pour tous x, r, et la formule (11) donne alors :
|S(α)| ≪
∑
x∈P1B1
N(x)
∑
|r|6P3
n∏
k=0
min
(
P3,max
(
P3
rk
,
P3
P3 − rk − 1
))
≪
∑
x∈P1B1
N(x)
n∏
k=0
⌊P3⌋∑
r=0
min
(
P3,max
(
P3
r
,
P3
P3 − r − 1
))
≪
∑
x∈P1B1
N(x)(P3 log(P3))
n+1
≪ Pn+1+ε3 M3(α,P1, P2, P−13 ),
avec ε > 0 arbitrairement petit, et
(12) M3(α,P1, P2, P
−1
3 ) = card
{
(x,y) ∈ Zn+1 × Zn+1 | |x| 6 P1,
|y| 6 P2, ||αBk(x,y)|| 6 P−13
}
.
On a donc e´tabli le lemme suivant :
Lemme 2.1. Soit α ∈ [0, 1], P > 0 et ε > 0 quelconque. Pour un re´el κ > 0
fixe´, l’une au moins des assertions suivantes est ve´rifie´e :
1. |S(α)| < Pn+11 Pn+12 Pn+1+ε3 P−κ.
2. M3(α,P1, P2, P
−1
3 )≫ Pn+11 Pn+12 P−κ.
Nous allons a` pre´sent re´exprimer la deuxie`me assertion de ce lemme, en
utilisant [Sch1, lemme 3.1] pour e´valuer M3(α,P1, P2, P
−1
3 ).
2.2 Une ine´galite´ de type Weyl
Rappelons le re´sultat suivant (cf. [Sch1, lemme 3.1]) :
Lemme 2.2. Soient n1, n2 des entiers et λi,j des re´els pour 1 6 i 6 n1 et
1 6 j 6 n2. On conside`re les formes line´aires
∀u ∈ Rn2 Li(u) =
n2∑
j=1
λi,juj i ∈ {1, ..., n1}
ainsi que
∀u ∈ Rn1 Ltj(u) =
n1∑
j=1
λi,jui j ∈ {1, ..., n2}.
D’autre part, e´tant donne´ un re´el a > 1, on note
U(Z) = card{(u1, ..., un2 , ..., un2+n1) ∈ Zn1+n2 | ∀j ∈ {1, ..., n2}, |uj | < aZ,
∀i ∈ {1, ..., n1}, |Li(u1, ..., un2)− un2+i| < a−1Z},
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et de meˆme
U t(Z) = card{(u1, ..., un1 , ..., un1+n2) ∈ Zn1+n2 | ∀i ∈ {1, ..., n1}, |ui| < aZ,
∀j ∈ {1, ..., n2}, |Ltj(u1, ..., un1)− un1+j | < a−1Z}.
On a alors, si 0 < Z1 6 Z2 6 1 :
U(Z2)≪ max
((
Z2
Z1
)n2
U(Z1),
Zn22
Zn11
an2−n1U t(Z1)
)
.
Remarque 2.3. Par la de´monstration de [Sch1, lemme 3.1], on a que cette
majoration de U(Z2) est inde´pendante des λi,j choisis.
Nous allons appliquer ce lemme, pour un x ∈ [−P1, P1]n+1 fixe´, aux re´els
(λk,j)06k6n
06j6n
= (α
∑n
i=0 αi,j,kxi)06k6n
06j6n
, de sorte que
Lk(y) =
n∑
j=0
λk,jyj = α
∑
06i,j6n
αi,j,kxiyj = αBk(x,y)
et
Ltj(z) =
n∑
k=0
λk,jzk = α
∑
06i,k6n
αi,j,kxizk = αB
′
j(x,z).
Dans ce qui va suivre, pour tous re´els strictement positifs H1,H2,H3, on
note :
(13) M1(α,H1,H2,H3) = card{(y,z) ∈ Zn+1 × Zn+1 | |z| 6 H1,
|y| 6 H2, ||αB′′i (y,z)|| < H3},
(14) M2(α,H1,H2,H3) = card{(x,z) ∈ Zn+1 × Zn+1 | |x| 6 H1,
|z| 6 H2, ||αB′j(x,z)|| < H3},
(15) M3(α,H1,H2,H3) = card{(x,y) ∈ Zn+1 × Zn+1 | |x| 6 H1,
|y| 6 H2, ||αBk(x,y)|| < H3}.
On fixe un re´el θ2 ∈ [0, 1]. On choisit alors des parame`tres Z1, Z2 et a
tels que :
P2 = aZ2, P
−1
3 = a
−1Z2, P
θ2
2 = aZ1,
ce qui implique :
a−1Z1 = P
−1+θ2
2 P
−1
3 .
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On a alors, d’apre`s le lemme 2.2 :
U(Z2) = card{y | |y| 6 P2, ||αBk(x,y)|| < P−13 , ∀k ∈ {0, ..., n}}
≪ max
((
Z2
Z1
)n+1
U(Z1),
(
Z2
Z1
)n+1
U t(Z1)
)
= P
(n+1)(1−θ2)
2 max
(
U(Z1), U
t(Z1)
)
(cette majoration e´tant inde´pendante de x) avec
U(Z1) = card{y | |y| 6 P θ22 , ||αBk(x,y)|| < P−1+θ22 P−13 , ∀k ∈ {0, ..., n}},
U t(Z1) = card{z | |z| 6 P θ22 , ||αB′j(x,z)|| < P−1+θ22 P−13 , ∀j ∈ {0, ..., n}}.
En sommant ces majoration sur tous les x ∈ [−P1, P1] ∩ Zn+1, on trouve
alors :
(16) M3(α,P1, P2, P
−1
3 )
≪ P (n+1)(1−θ2)2
(
M3(α,P1, P
θ2
2 , P
−1+θ2
2 P
−1
3 ) +M2(α,P1, P
θ2
2 , P
−1+θ2
2 P
−1
3 )
)
.
Par la suite, on applique a` nouveau le lemme 2.2 en prenant cette fois-ci un
y ∈ [−P θ22 , P θ22 ]n+1, et en choisissant (λi,k)i,k =
(
α
∑n
j=0 αi,j,kyj
)
i,k
, ainsi
que :
aZ2 = P1, a
−1Z2 = P
−1+θ2
2 P
−1
3 , aZ1 = P
θ1
1 , a
−1Z1 = P
−1+θ1
1 P
−1+θ2
2 P
−1
3 ,
ou` θ1 est un re´el tel que P
θ1
1 = P
θ2
2 . On a alors que :
U(Z2) = card{x | |x| 6 P1, ||αBk(x,y)|| < P−1+θ22 P−13 , ∀k ∈ {0, ..., n}}
≪ max
((
Z2
Z1
)n+1
U(Z1),
(
Z2
Z1
)n+1
U t(Z1)
)
= P
(n+1)(1−θ1)
1 max
(
U(Z1), U
t(Z1)
)
,
avec
U(Z1) = card{x | |x| 6 P θ11 , ||αBk(x,y)|| < P−1+θ11 P−1+θ22 P−13 , ∀k ∈ {0, ..., n}},
U t(Z1) = card{z | |z| 6 P θ11 , ||αB′′i (y,z)|| < P−1+θ11 P−1+θ22 P−13 , ∀i ∈ {0, ..., n}}.
Puis, en sommant sur les y ∈ [−P θ22 , P θ22 ]n+1 ∩ Zn+1, on trouve :
(17)
M3(α,P1, P
θ2
2 , P
−1+θ2
2 P
−1
3 )≪ P (n+1)(1−θ1)1 (M3(α,P θ11 , P θ22 , P−1+θ11 P−1+θ22 P−13 )
+M1(α,P
θ1
1 , P
θ2
2 , P
−1+θ1
1 P
−1+θ2
2 P
−1
3 )).
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En proce´dant de la meˆme manie`re pour M2(α,P1, P
θ2
2 , P
−1+θ2
2 P
−1
3 ) (en
appliquant cette fois-ci le lemme 2.2 a` (λi,j) = (α
∑n
k=0 αi,j,kzk) pour un
z ∈ [−P θ22 , P θ22 ]n+1 fixe´, et en prenant a` nouveau aZ2 = P1, a−1Z2 =
P−1+θ22 P
−1
3 , aZ1 = P
θ1
1 , a
−1Z1 = P
−1+θ1
1 P
−1+θ2
2 P
−1
3 ) on trouve :
(18)
M2(α,P1, P
θ2
2 , P
−1+θ2
2 P
−1
3 )≪ P (n+1)(1−θ1)1 (M2(α,P θ11 , P θ22 , P−1+θ11 P−1+θ22 P−13 )
+M1(α,P
θ1
1 , P
θ2
2 , P
−1+θ1
1 P
−1+θ2
2 P
−1
3 )).
En regroupant les re´sultats obtenus en (16), (17), (18), on trouve :
(19) M3(α,P1, P2, P
−1
3 )
≪ P (n+1)(1−θ1)1 P (n+1)(1−θ2)2 max
i∈{1,2,3}
Mi(α,P
θ1
1 , P
θ2
2 , P
−1+θ1
1 P
−1+θ2
2 P
−1
3 ).
On de´duit de ceci et du lemme 2.1 le re´sultat suivant :
Lemme 2.4. Soit α ∈ [0, 1], P > 0 et ε > 0 quelconque. On note θ le re´el tel
que P θ11 = P
θ2
2 = P
θ. Pour un re´el κ > 0 fixe´, l’une au moins des assertions
suivantes est vraie :
1. |S(α)| < Pn+11 Pn+12 Pn+1+ε3 P−κ.
2. Il existe un entier i ∈ {1, 2, 3} tel que
Mi(α,P
θ, P θ, P−11 P
−1
2 P
−1
3 P
2θ)≫ P 2(n+1)θ−κ.
Conside´rons a` pre´sent un couple (x,y) ∈M3(α,P θ, P θ, P−11 P−12 P−13 P 2θ)
tel qu’il existe un entier k0 ∈ {0, ..., n} tel que Bk0(x,y) 6= 0. On note alors
q = |Bk0(x,y)|. Par de´finition de (x,y), on a que q ≪ P 2θ. On note alors
a l’entier le plus proche de αBk0(x,y) et δ = αBk0(x,y) − a. On a alors
αq = a+ δ, et donc :
|qα− a| = |δ| = ||αBk0(x,y)|| < P−11 P−12 P−13 P 2θ.
En proce´dant de meˆme avec des couples (x,z) ∈M2(α,P θ, P θ, P−11 P−12 P−13 P 2θ)
ou (y,z) ∈M1(α,P θ , P θ, P−11 P−12 P−13 P 2θ), et en utilisant le lemme pre´ce´dent,
on obtient le re´sultat ci-dessous :
Lemme 2.5. Pour un re´el κ > 0 fixe´, il existe une constante C > 0 telle
que l’une au moins des assertions suivantes est ve´rifie´e :
1. |S(α)| < Pn+11 Pn+12 Pn+1+ε3 P−κ.
2. Il existe des entiers a, q tels que 1 6 q ≪ P 2θ, pgcd(a, q) = 1 et
2|qα − a| 6 P−11 P−12 P−13 P 2θ.
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3. On a
card{(x,y) ∈ Zn+1 × Zn+1 | |x| 6 P θ, |y| 6 P θ,
Bk(x,y) = 0 ∀k ∈ {0, ..., n}} > CP 2(n+1)θ−κ.
4. On a
card{(x,z) ∈ Zn+1 × Zn+1 | |x| 6 P θ, |z| 6 P θ,
B′j(x,z) = 0 ∀j ∈ {0, ..., n}} > CP 2(n+1)θ−κ.
5. On a
card{(y,z) ∈ Zn+1 × Zn+1 | |y| 6 P θ, |z| 6 P θ,
B′′i (y,z) = 0 ∀i ∈ {0, ..., n}} > CP 2(n+1)θ−κ.
Remarquons que les conditions 3, 4, 5 impliquent respectivement :
dimV ∗3 > 2(n+1)−κ/θ, dimV ∗2 > 2(n+1)−κ/θ, dimV ∗1 > 2(n+1)−κ/θ,
(voir par exemple la de´monstration du the´ore`me 3.1 de [Br]).
A partir d’ici, nous allons poser κ = Kθ, et nous supposerons
K = 2(n + 1)− max
i∈{1,2,3}
dimV ∗i = n+ 1,
(rappelons que nous avons suppose´ que les αi,j,k sont tels que dimV
∗
1 =
dimV ∗2 = dimV
∗
3 = n + 1). D’autre part, nous fixerons dore´navant P =
P1P2P3, que l’on peut aussi e´crire P = P
1+b+b′
1 , en notant P2 = P
b
1 et
P3 = P
b′
1 , avec 1 6 b 6 b
′, puisque P1 6 P2 6 P3. Etant donne´ que l’on a
P θ = P θ22 = P
θ1
1 , on peut remarquer que l’on a alors :
θ2 =
θ1
b
, θ =
θ1
1 + b+ b′
.
Par ailleurs nous noterons, a` partir d’ici, (pour un θ fixe´) M(θ) l’ensemble
des α ∈ [0, 1] satisfaisant la condition (2) du lemme pre´ce´dent, c’est-a`-dire :
(20) M(θ) = {α ∈ [0, 1] | ∃ q, a ∈ Z | pgcd(a, q) = 1,
1 6 q ≪ P 2θ, 2|qα− a| ≪ P−1+2θ}.
Pour le choix de K effectue´ ci-dessus, on voit que le lemme 2.5 implique :
Lemme 2.6. Soit 0 < θ < (1 + b + b′)−1, et ε > 0. L’une au moins des
assertions suivantes est vraie :
1. |S(α)| < Pn+11 Pn+12 Pn+13 P−Kθ+ε.
2. Le re´el α appartient a` l’ensemble M(θ).
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2.3 La me´thode du cercle
On suppose a` pre´sent que l’on a K = n + 1 > max(4, b + b′ + 1). On
choisit par ailleurs des re´els δ > 0 et θ0 ∈ [0, 1] (avec δ arbitrairement petit)
tels que :
(21) K − 4 = n− 3 > 2δθ−10 ,
(22) K = n+ 1 > (2δ + 1)(1 + b+ b′),
(23) 1 > 10(1 + b+ b′)θ0 + (1 + b+ b
′)δ = (1 + b+ b′)(10θ0 + δ).
On e´tablit alors le lemme suivant :
Lemme 2.7. On a une majoration∫
α/∈M(θ0)
|S(α)|dα≪ Pn+11 Pn+12 Pn+13 P−1−δ.
De´monstration. On conside`re une suite d’e´le´ments θi tels que 0 < θ0 < θ1 <
... < θT−1 < θT , θT 6 (1 + b + b
′)−1 et θTK = θT (n + 1) > 2δ + 1 (un
tel choix de θT est possible d’apre`s (22)). On choisit de plus les θi tels que
(θt+1 − θt) 6 18δ. Pour un δ > 0 fixe´, on peut choisir une telle suite avec
T ≪ P δ4 , ce que nous supposerons. On a alors, d’apre`s le lemme 2.6 :∫
α/∈M(θT )
|S(α)|dα≪ Pn+11 Pn+12 Pn+13 P−KθT+ε
≪ Pn+11 Pn+12 Pn+13 P−1−δ
(puisque θTK > 2δ + 1). On a par ailleurs, par de´finition de M(θ) :
Vol(M(θ))≪
∑
q≪P 2θ
∑
|a|<q
pgcd(a,q)=1
q−1P−11 P
−1
2 P
−1
3 P
2θ ≪ P−1+4θ.
On a alors, toujours par le lemme 2.6, pour tout t ∈ {0, ..., T − 1} :∫
α/∈M(θt+1)\M(θt)
S(α)dα≪ Pn+11 Pn+12 Pn+13 P−Kθt+εVol (M(θt+1) \M(θt))
≪ Pn+11 Pn+12 Pn+13 P−Kθt+ε−1+4θt+1 .
Or, puisque 2δθ−10 < K − 4 (cf. 21), en rappelant que (θt+1 − θt) 6 18δ, on a
−Kθt + 4θt+1 < −2δθ−10 + 4(θt+1 − θt)
6 −2δθ−10 +
δ
2
< −3
2
δ.
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D’ou` finalement :∫
α/∈M(θ0)
|S(α)|dα =
T−1∑
t=0
∫
α/∈M(θt+1)\M(θt)
S(α)dα +
∫
α/∈M(θT )
|S(α)|dα
≪ Pn+11 Pn+12 Pn+13
(
T−1∑
t=0
P−Kθt+ε−1+4θt+1 + P−1−δ
)
≪ Pn+11 Pn+12 Pn+13 (TP ε−1−
3
2
δ + P−1−δ)
≪ Pn+11 Pn+12 Pn+13 P−1−δ.
On de´finit a` pre´sent une nouvelle famille d’arc majeurs, pour q > 1, et
a ∈ Z :
M
′
a,q(θ) = {α ∈ [0, 1] | |qα− a| 6 qP−1+2θ}
et
M
′(θ) =
⋃
16q≪P 2θ
⋃
06a<q
pgcd(a,q)=1
M
′
a,q(θ)
(remarquons que ce nouvel ensemble M′(θ) contient M(θ)). On peut voir
facilement que les ensembles M′a,q(θ), (pour 1 6 q ≪ P 2θ, et 0 6 a < q,
pgcd(a, q) = 1) sont disjoints lorsque θ < 18 . En effet si l’on suppose, par
l’absurde qu’il existe α ∈ M′a,q(θ) ∩M′a′,q′(θ), avec (a, q) 6= (a′, q′). On a
alors, puisque pgcd(a, q) = pgcd(a′, q′) = 1 :
1
qq′
6
∣∣∣∣aq − a′q′
∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣α− aq
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣α− a′q′
∣∣∣∣≪ P−1+2θ.
On aurait alors :
1 6 qq′P−1+2θ ≪ P−1+6θ,
ce qui est absurde pour θ < 16 . En particulier, puisque θ0 <
1
10 (d’apre`s
(23)), les ensembles M′a,q(θ0) sont disjoints. On a alors imme´diatement, par
le lemme 2.7 (puisque M(θ0) ⊂M′(θ0)) :
Lemme 2.8. On a l’estimation :
N(P1, P2, P3) =
∑
16q≪P 2θ0
∑
06a<q
pgcd(a,q)=1
∫
M′a,q(θ0)
S(α)dα
+O(Pn+11 P
n+1
2 P
n+1
3 P
−1−δ).
Etant donne´ α ∈ M′a,q(θ0), on pose α = aq + β, avec |β| 6 P−1+2θ0 . On
introduit a` pre´sent les notations :
(24) Sa,q =
∑
b(1),b(2),b(3)∈(Z/qZ)n+1
e
(
a
q
F (b(1), b(2), b(3))
)
13
et
(25) I(β) =
∫
B1×B2×B3
e(βF (u,v,w))dudvdw.
On e´tablit le re´sultat suivant :
Lemme 2.9. Soit α ∈M′a,q(θ0), avec q ≪ P 2θ0 , et 0 6 a < q, pgcd(a, q) =
1 et β = α− aq On a alors :
S(α) = Pn+11 P
n+1
2 P
n+1
3 q
−3n−3Sa,qI(Pβ) +O(P
n+1
1 P
n+1
2 P
n+1
3 P
4θ0P−11 ).
De´monstration. Remarquons dans un premier temps que :
S(α) =
∑
x∈P1B1∩Zn+1
∑
y∈P2B2∩Zn+1
∑
z∈P3B3∩Zn+1
e(αF (x,y,z))
+ card{(x,y) ∈ (P1B1 × P2B2) ∩ Z2n+2 ∩ V ∗3 }Pn+13 .
Or, puisque dim(V ∗3 ) = n+ 1 et que P1 6 P2, on a
S(α) =
∑
x∈P1B1∩Zn+1
∑
y∈P2B2∩Zn+1
∑
z∈P3B3∩Zn+1
e(αF (x,y,z))
+O(Pn+12 P
n+1
3 ).
On peut alors e´crire
(26) S(α) =
∑
b(1),b(2),b(3)∈(Z/qZ)n+1
e
(
a
q
F (b(1), b(2), b(3))
)
S3(b
(1), b(2), b(3))
+O(Pn+12 P
n+1
3 ),
avec
S3(b
(1), b(2), b(3)) =
∑
x′,y′,z′
(qx′+b(1),qy′+b(2),qz′+b(3))
∈P1B1×P2B2×P3B3
e(βF (qx′+b(1), qy′+b(2), qz′+b(3))).
On conside`re a pre´sent deux triplets (x′,y′,z′), (x′′,y′′,z′′) ∈ P1B1×P2B2×
P3B3 tels que :
max
06i6n
|x′i − x′′i | 6 2, max
06j6n
|y′j − y′′j | 6 2, max
06k6n
|z′k − z′′k | 6 2.
Dans ce cas, on a∣∣∣F (qx′ + b(1), qy′ + b(2), qz′ + b(3))− F (qx′′ + b(1), qy′′ + b(2), qz′′ + b(3))∣∣∣
≪ q(P1P2 + P1P3 + P2P3)≪ qP2P3.
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Remarquons que q < min{P1, P2, P3} = P1, e´tant donne´ que q ≪ P 2θ0 et
θ0 <
1
8(b+b′+1) d’apre`s (23). On peut alors remplacer la somme S3 par une
inte´grale, et on obtient :
S3(b
(1), b(2), b(3)) =
∫
qu˜∈P1B1
∫
qv˜∈P2B2
∫
qw˜∈P3B3
e(βF (qu˜, qv˜, qw˜))du˜dv˜dw˜
+O
 |β|︸︷︷︸
6P−1+2θ0
q︸︷︷︸
6P 2θ0
P2P3
(
P1
q
)n+1(P2
q
)n+1(P3
q
)n+1
+O
((
P1
q
)n(P2
q
)n+1(P3
q
)n+1)
.
En effectuant un changement de variables
u = qP−11 u˜, v = qP
−1
2 v˜, w = qP
−1
3 w˜,
dans l’inte´grale, puis en remplac¸ant par l’expression de S3 obtenue dans
(26), on trouve le re´sultat souhaite´.
En regroupant les lemmes 2.8 et 2.9, on obtient :
N(P1, P2, P3) = P
n+1
1 P
n+1
2 P
n+1
3
∑
16q≪P 2θ0
q−3n−3
∑
06a<q
pgcd(a,q)=1
Sa,q
∫
|β|6P−1+2θ0
I(Pβ)dβ
+O
(
Pn+11 P
n+1
2 P
n+1
3 P
4θ0P−11 Vol
(
M
′
a,q(θ0)
))
.
Or, on a que
Vol
(
M
′
a,q(θ0)
)≪ ∑
q≪P 2θ0
qP−1+2θ0 ≪ P−1+6θ0 .
Par conse´quent, si ’on pose :
(27) S(P 2θ0) =
∑
16q6P 2θ0
q−3n−3
∑
06a<q
pgcd(a,q)=1
Sa,q,
et
(28) J(P 2θ0) =
∫
|β|6P 2θ0
I(β)dβ = P
∫
|β|6P−1+2θ0
I(Pβ)dβ
on a alors :
N(P1, P2, P3) = P
n
1 P
n
2 P
n
3 S(P
2θ0)J(P 2θ0)+O
(
Pn+11 P
n+1
2 P
n+1
3 P
−1+10θ0P−11
)
.
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Or,
Pn+11 P
n+1
2 P
n+1
3 P
−1+8θ0P−11 = P
n
1 P
n
2 P
n
3 P
10θ0−
1
1+b+b′
6 Pn1 P
n
2 P
n
3 P
−δ
car on a suppose´ 10θ0 + δ < (1 + b+ b
′)−1 (cf 23). On de´finit par la suite
(29) S =
∞∑
q=1
q−3n−3
∑
06a<q
pgcd(a,q)=1
Sa,q,
et
(30) J =
∫
R
I(β)dβ
Lemme 2.10. La se´rie S est absolument convergente, et on a, pour Q assez
grand :
|S−S(Q)| ≪ Q−n2+2.
De´monstration. Nous allons appliquer les lemmes pre´ce´dents avec P1 =
P2 = P3 = q. On de´finit un e´le´ment θ ∈ [0, 1] par 6θ = 1 − ε (pour un
ε > 0 fixe´). On remarque que pour α = aq , alors α n’appartient a` aucun arc
majeur M′a′,q′(θ). En effet, si on avait
a
q ∈M′a′,q′(θ), alors on aurait
q′ ≪ P 2θ = (P1P2P3)2θ = q6θ = q1−ǫ < q
et par ailleurs
1 6 |q′a− a′q| < qq′P−1+2θ < q−1+6θ = q−ǫ,
ce qui est absurde. On a alors (d’apre`s le lemme 2.6) :
|S(α)| = |Sa,q| ≪ Pn+11 Pn+12 Pn+13 P−Kθ+ε
= q3n+3q−3Kθ+ε
≪ q3n+3q−K/2+ε′ = q3n+3q−n+12 +ε′
Donc
|S−S(Q)| =
∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
q>Q
q−3n−3
∑
06a<q
pgcd(a,q)=1
Sa,q
∣∣∣∣∣∣∣∣
≪
∑
q>Q
q−3n−3
∑
06a<q
pgcd(a,q)=1
|Sa,q|
≪
∑
q>Q
q−
n+1
2
+1+ε′ ≪ Q−n2+ 32+ε′ .
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Lemme 2.11. L’inte´grale J est absolument convergente et on a de plus,
pour φ assez grand :
|J − J(φ)| ≪ φ−1.
De´monstration. Nous allons appliquer les lemmes de la section 2.2 avec θ =
θ0 et P tel que P
2θ0 = β. On a alors pour tout β que P−1β ∈ M′0,1(θ0). Le
lemme 2.9 donne alors :
(31) S(P−1β) = Pn+11 P
n+1
2 P
n+1
3 I(β) +O(P
n+1
1 P
n+1
2 P
n+1
3 P
2θ0P−11 ).
De plus, e´tant donne´ que P−1β appartient au bord deM′0,1(θ0) (car P
−1β =
P−1+2θ0), donc au bord de M′(θ0), le lemme 2.6 donne :
|S(P−1β)| ≪ Pn+11 Pn+12 Pn+13 P−Kθ0+ε.
Par conse´quent l’e´quation (31) donne :
Pn+11 P
n+1
2 P
n+1
3 I(β) +O(P
n+1
1 P
n+1
2 P
n+1
3 P
2θ0P−11 )
= O(Pn+11 P
n+1
2 P
n+1
3 P
−Kθ0+ε),
donc
I(β) = O(P−Kθ0+ε + P 2θ0P−11 ) = O(P
−Kθ0+ε + P
2θ0−
1
1+b+b′ ).
Or, on a par ailleurs :
P
2θ0−
1
1+b+b′ < P−8θ0−δ ≪ β−4−δ′ ≪ β−4,
(voir (23)) ainsi que
P−Kθ0+ε ≪ P−4θ0−2δ ≪ β−2,
(cf. (21)). On a ainsi |I(β)| ≪ β−2, et donc finalement :
|J − J(φ)| ≪
∫
|β|>φ
|I(β)|dβ ≪ φ−1.
On a donc e´tabli le re´sultat suivant :
Proposition 2.12. On suppose P1 6 P2 6 P3, P2 = P
b
1 , P3 = P
b′
1 . Pour
(n+ 1) > b′ + b+ 1, si σ = SJ , on a alors :
N(P1, P2, P3) = σP
n
1 P
n
2 P
n
3 +O(P
n
1 P
n
2 P
n
3 P
−δ),
(avec P = P1P2P3 et δ > 0 arbitrairement petit).
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3 Deuxie`me e´tape
Pour cette partie, nous introduisons les notations suivantes. On fixe un
e´le´ment λ ∈ N∗. Pour cet entier, on note
(32) A1,λ = {x ∈ Cn+1 | dimV ∗2,x < λ, dimV ∗3,x < λ},
ou` l’on a note´ :
(33) V ∗3,x =
{
y ∈ Cn+1 | ∀k ∈ {0, ..., n}, Bk(x,y) = 0
}
,
(34) V ∗2,x =
{
z ∈ Cn+1 | ∀j ∈ {0, ..., n}, B′j(x,z) = 0
}
,
et on pose, par abus de langage :
(35) A1,λ(Z) = A1,λ ∩ Zn+1.
On de´finit de meˆme
(36) A2,λ = {y ∈ Cn+1 | dimV ∗1,y < λ, dimV ∗3,y < λ},
avec :
(37) V ∗3,y =
{
x ∈ Cn+1 | ∀k ∈ {0, ..., n}, Bk(x,y) = 0
}
,
(38) V ∗1,y =
{
z ∈ Cn+1 | ∀i ∈ {0, ..., n}, B′′i (y,z) = 0
}
,
(39) A2,λ(Z) = A2,λ ∩ Zn+1,
et
(40) A3,λ = {z ∈ Cn+1 | dimV ∗1,z < λ, dimV ∗2,z < λ},
avec :
(41) V ∗1,z =
{
y ∈ Cn+1 | ∀i ∈ {0, ..., n}, B′′i (y,z) = 0
}
,
(42) V ∗2,z =
{
x ∈ Cn+1 | ∀j ∈ {0, ..., n}, B′j(x,z) = 0
}
,
(43) A3,λ(Z) = A3,λ ∩ Zn+1.
Dans ce qui va suivre nous aurons besoin du lemme suivant :
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Lemme 3.1. On a la majoration
card{x ∈ [−P1, P1]n+1 ∩ A1,λ(Z)c} ≪ Pn+1−λ1 .
De plus, l’ensemble Ac1,λ des vecteurs x tels que dimV ∗3,x > λ ou dimV ∗2,x > λ
est un ferme´ de Zariski de An+1C .
De´monstration. On commence par montrer que {x ∈ An+1C | dimV ∗3,x > λ}
est un ferme´ de Zariski de An+1C . On aura alors de la meˆme manie`re que
{x ∈ An+1C | dimV ∗2,x > λ} est un ferme´, et donc que Ac1,λ est un ferme´ de
An+1C .
Notons Y le ferme´ de An+1C ×PnC de´finit par :
Y = {(x,y) ∈ An+1C ×PnC | ∀k ∈ {0, ..., n}, Bk(x,y) = 0}.
La projection canonique
pi : Y ⊂ An+1C ×PnC → An+1C ,
est un morphisme projectif, donc ferme´. Par conse´quent, d’apre`s [G-D, Co-
rollaire 13.1.5],
{x ∈ An+1C | dimYx > λ− 1}
est un ferme´, et puisque dimYx = dimV
∗
3,x − 1, l’ensemble
{x ∈ An+1C | dimV ∗3,x > λ}
est un ferme´ de Zariski de An+1C .
Nous allons a` pre´sent montrer que dimAc1,λ 6 n+1− λ. Pour cela nous
allons montrer que la dimension de
Ac1,λ,3 = {x ∈ An+1C | dimV ∗3,x > λ}
est infe´rieure a` n+ 1− λ. On remarque que
Y ∩ (Ac1,λ,3 ×PnC) =
⊔
x∈Ac1,λ,3
pi−1(x).
On a alors
dimAc1,λ,3 + λ− 1 6 dimY = dimV ∗3 − 1 = n,
ce qui implique
dimAc1,λ,3 6 n+ 1− λ.
Ainsi, dimAc1,λ 6 n+ 1− λ, et donc
card{x ∈ [−P1, P1]n+1 ∩ A1,λ(Z)c} ≪ Pn+1−λ1
(cf. de´monstration de [Br, The´ore`me 3.1])
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On de´duit en particulier de ce lemme que les ensembles Ai,λ sont des
ouverts de Zariski. On notera dore´navant U l’ouvert de V :
(44) U = {(x,y,z) ∈ A1,λ ×A2,λ ×A3,λ | max
k
|Bk(x,y)| 6= 0,
max
j
|B′j(x,z)| 6= 0, max
i
|B′′i (y,z)| 6= 0 et F (x,y,z) = 0}.
Notre objectif est d’e´tablir, pour cet ouvert U , une formule asymptotique
pour NU (B) (avec les notations de (1)) pour un choix du parame`tre λ que
nous pre´ciserons ulte´rieurement. A` cette fin, nous allons chercher a` donner
une formule asymptotique pour
(45)
NU (P1, P2, P3) = card{(x,y,z) ∈ (A1,λ(Z) ∩ P1B1)× (A2,λ(Z) ∩ P2B2)
× (A3,λ(Z) ∩ P3B3) | max
k
|Bk(x,y)| 6= 0, max
j
|B′j(x,z)| 6= 0,
max
i
|B′′i (y,z)| 6= 0 et F (x,y,z) = 0}
= card{(x,y,z) ∈ U ∩ (P1B1 × P2B2 × P3B3) ∩ Z3n+3}.
Pour P1 6 P2 6 P3, par des me´thodes analogues a` celles de´veloppe´es dans
la section pre´ce´dente, nous allons d’abord e´tablir une formule asymptotique
pour
(46) N1(P1, P2, P3) = card{(x,y,z) ∈ (A1,λ(Z) ∩ P1B1)× (Zn+1 ∩ P2B2)
× (Zn+1 ∩ P3B3) | max
k
|Bk(x,y)| 6= 0 et F (x,y,z) = 0}.
Ce qui nous permettra d’e´tablir une formule asymptotique pourNU (P1, P2, P3)
pour le cas ou` P1 6 P2 6 P3 (par syme´trie on en de´duira la meˆme formules
pour les autres cas).
3.1 Sommes d’exponentielles
Pour tout ce qui va suivre, on fixe x ∈ A1,λ(Z). On pose
(47) Nx(P2, P3) = card{(y,z) ∈ (Zn+1 ∩ P2B2)× (Zn+1 ∩ P3B3) |
max
k
|Bk(x,y)| 6= 0 et F (x,y,z) = 0}.
On a alors
Nx(P2, P3) =
∫ 1
0
Sx(α)dα,
pour
(48) Sx(α) =
∑
y∈Zn+1∩P2B2
maxk |Bk(x,y)|6=0
∑
z∈Zn+1∩P3B3
e(αF (x,y,z)).
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Nous allons donc, dans un premier temps, chercher une formule asympto-
tique pour Sx(α). Pour tous re´els strictement positifs, H1,H2 on notera
M2x(H1,H2) = card{z ∈ Zn+1 | |z| 6 H1, ∀j ∈ {0, ..., n} ||αB′j(x,z)|| < H2},
M3x(H1,H2) = card{y ∈ Zn+1 | |y| 6 H1, ∀k ∈ {0, ..., n} ||αBk(x,y)|| < H2}.
Remarquons avant tout que l’on a
|Sx(α)| ≪
∑
y∈Zn+1∩P2B2
maxk |Bk(x,y)|6=0
n∏
k=0
min{P3, ||αBk(x,y)||−1}.
A` partir de la`, on montre comme dans la section 2.1 que :
|Sx(α)| 6 M3x(P2, P−13 )Pn+13 log(P3)n+1,
On e´tablit alors le lemme ci-dessous :
Lemme 3.2. Soit P > 0, ε > 0 arbitrairement petit, θ2 ∈ [0, 1], et κ > 0.
L’une au moins des assertions suivantes est ve´rifie´e :
1. |Sx(α)| 6 Pn+12 Pn+13 P−κ+ε,
2. maxi∈{2,3}M
i
x(P
θ2
2 , P
−1+θ2
2 P
−1
3 )≫ P (n+1)θ22 P−κ.
De´monstration. Il suffit d’utiliser a` nouveau le lemme 2.2, avec
(λk,j)k,j =
(
α
n∑
i=0
αi,j,kxi
)
k,j
,
aZ2 = P2, a
−1Z2 = P
−1
3 , aZ1 = P
θ2
2 , a
−1Z1 = P
−1+θ2
2 P
−1
3 ,
et on obtient imme´diatement le re´sultat, comme dans la section 2.2.
On conside`re un e´le´ment y ∈ M3x(P θ22 , P−1+θ22 P−13 ). Supposons qu’il
existe un certain k0 ∈ {0, ..., n} tel que Bk0(x,y) 6= 0. On note alors
q = |Bk0(x,y)| > 1 et on pose α|Bk0(x,y)| = a + δ, avec a ∈ Z et
|δ| < P−1+θ22 P−13 . On a donc
|qα− a| < P−1+θ22 P−13 , |q| ≪ |x|P θ22 .
Quitte a` changer θ2, on peut supposer
|qα− a| < 1
2
P−1+θ22 P
−1
3 , |q| 6 |x|P θ22 .
D’ou` le lemme suivant :
Lemme 3.3. Soient P, ε, κ > 0 et θ2 ∈ [0, 1] fixe´s. Il existe une constante
C1 telle que l’une au moins des assertions suivantes est vraie :
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1. |Sx(α)| 6 Pn+12 Pn+13 P−κ+ε,
2. Il existe des entiers a, q tels que 1 6 q 6 |x|P θ22 et pgcd(a, q) = 1,
2|qα− a| 6 P−1+θ22 P−13 ;
3. On a
card{y ∈ Zn+1 | |y| 6 P θ22 , Bk(x,y) = 0
∀k ∈ {0, ..., n}} > C1P (n+1)θ22 P−κ.
4. On a
card{z ∈ Zn+1 | |z| 6 P θ22 , B′j(x,z) = 0
∀j ∈ {0, ..., n}} > C1P (n+1)θ22 P−κ.
On choisit a` pre´sent P = P2P3 et soit θ tel que P
θ2
2 = P
θ. On a alors
P
(n+1)θ2
2 P
−κ = P (n+1)θ−κ. Par conse´quent, les conditions 3 et 4 impliquent
respectivement que P θ dimV
∗
3,x ≫ P θ((n+1)−κθ ) et P θ dimV ∗2,x ≫ P θ((n+1)−κθ )
(cf. de´monstration de [Br, The´ore`me 3.1]. On pose a` pre´sent K1 = (n+1)−λ
et on choisit κ = K1θ. On a par ailleurs, puisque x ∈ A1,λ(Z), dimV ∗3,x 6
λ−1 et dimV ∗2,x 6 λ−1. Par conse´quent, si les conditions 3 ou 4 sont vraies,
alors il existe une constante C2 telle que :
C1P
θ(n+1)−K1θ < C2P
θ2(λ−1)
2 = C2P
θ(λ−1),
ce qui e´quivaut a` dire que :
P θ < C2/C1.
D’ou` le re´sultat ci-dessous :
Lemme 3.4. Il existe une constante C3 telle que, si 0 < θ 6 1 et P
θ > C3,
alors au moins l’une de assertions ci-dessous est vraie :
1. |Sx(α)| 6 Pn+12 Pn+13 P−K1θ+ε,
2. Il existe des entiers a, q tels que 1 6 q 6 |x|P θ22 et pgcd(a, q) = 1,
2|qα− a| 6 P−1+θ22 P−13 .
3.2 La me´thode du cercle
Pour des entiers a, q tels que pgcd(a, q) = 1, |q| 6 |x|P θ22 , on de´finit les
arcs majeurs :
(49) Mxa,q(θ) = {α ∈ [0, 1] | 2|qα− a| 6 P−1+θ22 P−13 },
(50) Mx(θ) =
⋃
16q6|x|P
θ2
2
⋃
06a<q
pgcd(a,q)=1
M
x
a,q(θ),
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(51) M
′x
a,q(θ) = {α ∈ [0, 1] | 2|qα − a| 6 qP−1+θ22 P−13 },
(52) M
′x(θ) =
⋃
16q6|x|P
θ2
2
⋃
06a<q
pgcd(a,q)=1
M
′x
a,q(θ).
Lemme 3.5. Si l’on suppose |x|2P−1+3θ22 P−13 < 1 alors les arcs majeurs
M
′x
a,q(θ) sont disjoints deux a` deux.
De´monstration. Supposons, par l’absurde qu’il existe α ∈M′xa,q(θ)∩M
′x
a′,q′(θ),
avec a, q, a′, q′ ve´rifiant les hypothe`ses mentionne´e pre´ce´demment. On a
alors :
1
qq′
6
∣∣∣∣aq − a′q′
∣∣∣∣ 6 P−1+θ22 P−13 ,
et ceci implique
1 6 qq′P−1+θ22 P
−1
3 6 |x|2P−1+3θ22 P−13
ce qui contredit l’hypothe`se du lemme.
A partir d’ici, on supposera P θ > C3, et on supposera que l’on a bien
|x|2P−1+3θ22 P−13 < 1. On suppose de plus que K1 > 2. On de´finit par
ailleurs : φ(x) = |x|P θ22 = |x|P θ, et ∆(θ,K1) = θ(K1 − 2) > 0.
Lemme 3.6. Pour un ε > 0 fixe´, on a la formule asymptotique :
Nx(P2, P3) =
∑
q6φ(x)
∑
06a<q
pgcd(a,q)=1
∫
M
′x
a,q(θ)
Sx(α)dα
+O
(
|x|Pn−∆(θ,K1)+ε2 Pn−∆(θ,K1)+ε3
)
.
De´monstration. On a
Nx(P2, P3) =
∑
q6φ(x)
∑
06a<q
pgcd(a,q)=1
∫
M
′x
a,q(θ)
Sx(α)dα +O (E(x)) ,
avec E(x) = ∫α/∈Mx(θ) |Sx(α)|dα. Remarquons que l’on a
Vol (Mx(θ))≪
∑
q6φ(x)
∑
06a<q
pgcd(a,q)=1
q−1P−1+θ22 P
−1
3 ≪ |x|P−1+2θ22 P−13 .
On choisit une suite de re´els 0 < θ = θ′0 < θ
′
1 < ... < θ
′
T =
1
2 , avec
2(θ′i+1 − θ′i) < ε pour un certain ε > 0. De plus, ε e´tant fixe´, on peut
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supposer T ≪ P ε. On a alors que∫
α/∈Mx(θ′T )
|Sx(α)|dα≪ Pn+1+ε2 Pn+1+ε3 P−K1θ
′
T
≪ Pn+1−K1θ′T+ε2 P
n+1−K1θ′T+ε
3
≪ Pn−∆(θ′T ,K1)+ε2 P
n−∆(θ′T ,K1)+ε
3
≪ Pn−∆(θ,K1)+ε2 Pn−∆(θ,K1)+ε3 .
On a de plus :∫
α∈Mx(θ′i+1)\M
x(θ′i)
|Sx(α)|dα≪ Vol(Mx(θ′i+1))Pn+1+ε2 Pn+1+ε3 P−K1θ
′
i
≪ |x|Pn+ε2 Pn+ε3 P 2θ
′
i+1−K1θ
′
i
= |x|Pn+ε2 Pn+ε3 P 2(θ
′
i+1−θ
′
i)−(K1−2)θ
′
i
≪ |x|Pn+ε2 Pn+ε3 P ε−∆(θ
′
i,K1)
≪ |x|Pn−∆(θ,K1)+ε′2 Pn−∆(θ,K1)+ε
′
3
Et on obtient alors
E(x)≪
∫
α/∈Mx(θT )
|Sx(α)|dα
+
T∑
i=0
∫
α∈Mx(θi+1)\Mx(θi)
|Sx(α)|dα≪ |x|Pn−∆(θ,K1)+ε
′′
2 P
n−∆(θ,K1)+ε′′
3 .
3.3 Les arcs majeurs
Dans tout ce qui suit, pour un x ∈ A1,λ(Z) fixe´ (avec un λ que nous
supposerons infe´rieur a` n), a, q ∈ Z, β ∈ R, on introduit les notations
suivantes :
(53) Sa,q(x) =
∑
b(1)∈(Z/qZ)n+1
∑
b(2)∈(Z/qZ)n+1
e
(
a
q
F (x, b(1), b(2))
)
,
(54) Ix(β) =
∫
B2×B3
e (βF (x,v,w)) dvdw.
Lemme 3.7. Soient a, q ∈ Z tels que 1 6 q 6 |x|P θ22 = |x|P θ, 0 6 a < q,
pgcd(a, q) = 1 et soit α ∈ M′xa,q(θ). On pose alors β = α − aq . On a alors
que :
Sx(α) = P
n+1
2 P
n+1
3 q
−2n−2Sa,q(x)Ix(Pβ) +O(|x|2Pn+2θ22 Pn+13 ).
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De´monstration. On commence par e´crire
Sx(α) =
∑
y∈Zn+1∩P2B2
∑
z∈Zn+1∩P3B3
e(αF (x,y,z))
+ card{y ∈ Zn+1 ∩ P2B2 | ∀k ∈ {0, ..., n}, Bk(x,y) = 0}Pn+13 .
Puisque x ∈ A1,λ(Z), on obtient :
Sx(α) =
∑
y∈Zn+1∩P2B2
∑
z∈Zn+1∩P3B3
e(αF (x,y,z)) + O(P λ−12 P
n+1
3 ),
que l’on peut re´e´crire :
Sx(α) =
∑
b(1)∈(Z/qZ)n+1
∑
b(2)∈(Z/qZ)n+1
e
(
a
q
F (x, b(1), b(2))
)
S3(b
(1), b(2))
+O(P λ−12 P
n+1
3 )
avec
S3(b
(1), b(2)) =
∑
qy′+b(1)∈P2B2
qz′+b(2)∈P3B3
e(βF (x, qy′ + b(1), qz′ + b(2))).
On remarque que, pour y′,y′′,z′,z′′ tels que |y′− y′′| ≪ 1 et |z′− z′′| ≪ 1,
on a
|F (x, qy′+b(1), qz′+b(2))−F (x, qy′′+b(1), qz′′+b(2))| ≪ q|x|P2+q|x|P3 ≪ q|x|P3
On a donc, en remplac¸ant la se´rie par une inte´grale, que
S3(b
(1), b(2)) =
∫
qv˜∈P2B2
qw˜∈P3B3
e(βF (x, qv˜, qw˜))dv˜dw˜
+O
(
|β|q|x|P3
(
P3
q
P2
q
)n+1
+
(
P2
q
)n (P3
q
)n+1)
= Pn+12 P
n+1
3 q
−2n−2Ix(Pβ) +O
(
q−2n−1|x|Pn+θ22 Pn+13
)
,
par changement de variables v = qP−12 v˜ et w = qP
−1
3 w˜. On en de´duit
finalement :
Sx(α) = P
n+1
2 P
n+1
3 q
−2n−2Sa,q(x)Ix(Pβ) +O(E),
avec
E = P λ−12 P
n+1
3 +
∑
b(1)∈(Z/qZ)n+1
∑
b(2)∈(Z/qZ)n+1
q−2n−1|x|Pn+θ22 Pn+13
≪ |x|qPn+θ22 Pn+13 ≪ |x|2Pn+2θ22 Pn+13 .
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A` partir d’ici on notera :
(55) Sx(Q) =
∑
q≪Q
q−2n−2
∑
06a<q
pgcd(a,q)=1
Sa,q(x)
(56) Jx(φ) =
∫
|β|6φ
Ix(β)dβ.
Lemme 3.8. Si x ∈ A1,λ(Z), on a, pour tout ε > 0 :
Nx(P2, P3) = P
n
2 P
n
3 Sx(φ(x))Jx
(
1
2
P θ22
)
+O(|x|4Pn−1+5θ22 Pn3 + |x|Pn−∆(θ,K1)+ε2 Pn−∆(θ,K1)+ε3 ).
De´monstration. On notera E1 = |x|Pn−∆(θ,K1)+ε2 Pn−∆(θ,K1)+ε3 . Par appli-
cation des lemmes 3.6 et 3.7, on a :
Nx(P2, P3) =
∑
q6φ(x)
∑
16a<q
pgcd(a,q)=1
∫
M
′x
a,q(θ)
Sx(α)dα +O(E1)
= Pn+12 P
n+1
3
∑
q6φ(x)
∑
16a<q
pgcd(a,q)=1
Sa,q(x)
∫
|β|6 1
2
P
−1+θ2
2 P
−1
3
Ix(P2P3β)dβ
+O(E1) +O(E2),
avec E2 = Vol(M
′x(θ))|x|2Pn+2θ22 Pn+13 . On remarque que :
Vol(M
′x(θ))≪
∑
q6φ(x)
∑
16a<q
pgcd(a,q)=1
P−1+θ22 P
−1
3
≪ P−1+θ22 P−13 (|x|P θ22 )2
≪ |x|2P−1+3θ22 P−13 .
Par conse´quent,
E2 ≪ |x|4Pn−1+5θ22 Pn3 ,
d’ou` le re´sultat.
Lemme 3.9. Soit x ∈ A1,λ(Z). On suppose que l’on a de plus K1 > 2.
Alors, l’inte´grale Jx =
∫
R
Ix(β)dβ est absolument convergente, et on a :∣∣∣∣Jx − Jx(12P θ22
)∣∣∣∣≪ P θ2(1−K1+ε′)2
(pour un ε′ > 0 arbitrairement petit), et on a |Jx| ≪ 1.
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De´monstration. On conside`re un re´el β tel que |β| > C3. On choisit θ′, θ′2
et P3 tels que 2|β| = P θ′ = P θ
′
2
2 et P
−K1θ′ = |x|2P−1+2θ′22 (avec P = P2P3).
Remarquons que cette dernie`re condition implique :
|x|2P−1+3θ22 P−13 = P (−K1+1)θ
′
P−13 < 1
et donc la condition du lemme 3.5 est satisfaite. On a alors, d’apre`s le lemme
3.4, si P θ
′
> C3 alors :
|Sx(P−1β)| < Pn+12 Pn+13 P−K1θ
′+ε,
(car P−1β appartient au bord de Mx0,1(θ
′)). On a par ailleurs, d’apre`s le
lemme 3.7 applique´ a` (a, q) = (0, 1) :
Pn+1|Ix(β)| ≪ |Sx(P−1β)| +O(|x|2Pn+2θ
′
2
2 P
n+1
3 ).
On obtient alors la borne
Ix(β)≪ P ε−K1θ′ + |x|2P−1+2θ
′
2
2
≪ P ε−K1θ′
= |β|−K1+ε/θ′
≪ |β|−K1+ε/θ = |β|−K1+ε′
(θ e´tant fixe´). Par conse´quent, si P θ
′
> C3, on a que∣∣∣∣Jx (12P θ22
)
− Jx
∣∣∣∣≪ ∫
|β|> 1
2
P
θ2
2
|β|ε′−K1dβ
≪ P θ2(1−K1+ε′)2 .
Par ailleurs, si l’on choisit P2 tre`s petit (de sorte que
1
2P
θ2
2 ≍ C3), on obtient
|Jx(C3)− Jx| ≪ P θ2(1−K1+ε
′)
2 ≪ 1, et donc |Jx| ≪ 1 (car |Jx(C3)| ≪ 1).
Lemme 3.10. Soit x ∈ A1,λ(Z). On suppose que l’on a K1 > 2. Alors,
pour tout ε > 0 fixe´, la se´rie
Sx =
∞∑
q=1
q−2n−2
∑
06a<q
pgcd(a,q)=1
Sa,q(x)
converge absolument, et on a
|Sx(φ(x))−Sx| ≪ |x|2+εP θ2(2−K1+ε)2 .
On a de plus la borne |Sx| ≪ |x|2+ε.
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De´monstration. Remarquons d’abord que Sa,q(x) = Sx(α) pour P2 = P3 =
q et α = aq ∈ M
′x
a,q(θ). Supposons θ
′ ∈ [0, 1] tel que qθ′ > C3, alors, par le
lemme 3.4, on a :
|Sa,q(x)| < q2(n+1)−K1θ′+ε
ou alors il existe q′, a′ ∈ Z tels que 1 6 q′ 6 |x|qθ′ et |q′a−a′q| 6 q−1+θ′ . Ce
deuxie`me cas est alors impossible lorsque q′ 6= q, donc en particulier lorsque
|x|qθ′ < q. Quitte a` supposer q tel que q > C3|x|, on choisit alors θ′ tel que
qθ
′
= |x|−1q−ε+1, et on a alors
|Sa,q(x)| < q2(n+1)−K1θ′+ε = q2(n+1)−K1+ε′ |x|K1 .
On remarque par ailleurs que pour P θ = P θ22 > C3, on a φ(x) = P
θ2
2 |x| >
C3|x|, et donc, par ce qui pre´ce`de on a l’estimation :
|Sx(φ(x))−Sx| ≪
∑
q>φ(x)
q−2n−2
∑
06a<q
pgcd(a,q)=1
|Sa,q(x)|
≪
∑
q>φ(x)
q1−K1+ε
′ |x]K1
≪ P θ2(2−K1+ε′)2 |x|2+ε
′
.
Par le meˆme calcul, on trouve : |Sx(C3|x|) −Sx| ≪ |x|2+ε′ et en utilisant
l’estimation triviale |Sx(C3|x|)| ≪ |x|2+ε′ (obtenue en majorant triviale-
ment Sa,q(x) par q
2n+2), on a alors |Sx| ≪ |x|2+ε′ .
Lemme 3.11. Soit x ∈ A1,λ(Z). On suppose que l’on a 0 < θ 6 1 et P2 > 1
tel que P θ22 > C3 et tel que |x|2P−1+3θ22 P−13 < 1. On suppose de plus que
K1 > 2. Pour un ε > 0 arbitrairement petit, on a la formule suivante :
Nx(P2, P3) = SxJxP
n
2 P
n
3 +O(E2(x)) +O(E3(x)),
avec
E2(x) = |x|4Pn−(1−5θ2)2 Pn3 ,
E3(x) = |x|2+εPn−∆(θ,K1)+ε2 Pn3 .
De´monstration. D’apre`s le lemme 3.8 on a
Nx(P2, P3) = P
n
2 P
n
3 Sx(φ(x))Jx
(
1
2
P θ22
)
+O(E1) +O(E2),
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avec E1 = |x|Pn−∆(θ,K1)+ε2 Pn−∆(θ,K1)+ε3 ). On a donc E1 ≪ E3. De plus, par
les lemmes 3.9 et 3.10 :∣∣∣∣SxJx −Sx(φ(x))Jx (12P θ22
)∣∣∣∣
≪ |Sx −Sx(φ(x))|
∣∣∣∣Jx(12P θ22
)∣∣∣∣+ |Sx| ∣∣∣∣Jx(12P θ22
)
− Jx
∣∣∣∣
≪ |x|2+εP θ2(2−K1+ε)2 + P θ2(1−K1+ε)2 |x|2+ε
≪ |x|2+εP θ2(2−K1)+ε2
≪ |x|2+εP−∆(θ2,K1)+ε2 6 |x|2+εP−∆(θ,K1)+ε2 ,
(rappelons que θ(1 + b
′
b ) = θ2, donc θ 6 θ2 et ∆(θ,K1) 6 ∆(θ2,K1)). D’ou`
le re´sultat.
On a en particulier le corollaire suivant :
Corollaire 3.12. Si x ∈ A1,λ(Z) et si K1 > 2, alors il existe δ > 0 tel que
Nx(P2, P3) = SxJxP
n
2 P
n
3 +O([x|4Pn−δ2 Pn3 )
uniforme´ment pour tout x tel que |x| < (P 1−3θ22 P3)
1
2 (pour un θ2 <
1
5 fixe´).
On pose pour tout δ > 0 :
(57) g1(b, b
′, δ) =
(
1 +
b′
b
)(
1− 5
b
− δ
)−1
5
(
3
b
+ 2δ
)
.
Nous sommes a` pre´sent en mesure de de´montrer le re´sultat suivant :
Proposition 3.13. Soit δ > 0. On suppose que l’on a 5b + δ < 1 (ou`
P2 = P
b
1 ). De plus, si K1 = n+ 1− λ ve´rifie :
K1 − 2 > g1(b, b′, δ),
et si P
1−δ−5/b
5
2 > C3 alors :
N1(P1, P2, P3) = P
n
2 P
n
3
∑
x∈P1B1∩A1,λ(Z)
SxJx +O(P
n
1 P
n−δ
2 P
n
3 ).
De´monstration. Par de´finition, on a
N1(P1, P2, P3) =
∑
x∈P1B1∩A1,λ(Z)
Nx(P2, P3).
Donc pour θ, θ2 satisfaisant les hypothe`ses du lemme 3.11, on a :
N1(P1, P2, P3) = P
n
2 P
n
3
∑
x∈P1B1∩A1,λ(Z)
SxJx +O(E2) +O(E3),
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ou`
E2 =
∑
x∈P1B1∩A1,λ(Z)
E2(x)
= Pn−1+5θ22 P
n
3
∑
x∈P1B1∩A1,λ(Z)
|x|4
≪ Pn+51 Pn−1+5θ22 Pn3
= Pn1 P
n
2 P
n
3 P
−1+5θ2+5/b
2 ,
et
E3 =
∑
x∈P1B1∩A1,λ(Z)
E3(x)
= P
n−∆(θ,K1)+ε
2 P
n
3
∑
x∈P1B1∩A1,λ(Z)
|x|2+ε
≪ Pn+31 Pn−∆(θ,K1)+2ε2 Pn3
= Pn1 P
n
2 P
n
3 P
3/b−∆(θ,K1)+2ε
2 .
On choisit ensuite θ2 tel que −1 + 5θ2 + 5/b = −δ (ce qui est possible, car
on a 5/b+ δ < 1, par hypothe`se) et donc θ2 = (1− 5/b− δ)/5. L’hypothe`se
K1 − 2 > g1(b, b′, δ) implique
K1 − 2 >
(
1 +
b′
b
)(
1− 5
b
− δ
)−1
5
(
3
b
+ 2δ
)
=
(
1 +
b′
b
)
θ−12
(
3
b
+ 2δ
)
= θ−1
(
3
b
+ 2δ
)
(car θ2 = θ(1 +
b′
b )). On a alors
∆(θ,K1) = θ(K1 − 2) >
(
3
b
+ 2δ
)
.
On en de´duit :
3/b−∆(θ,K1) + 2ε < −2δ + 2ε < −δ
(pour ε assez petit). On a donc de´montre´ la proposition pour P θ22 = P
1−δ−5/b
5
2 >
C3.
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4 Troisie`me e´tape
On notera b1 le re´el strictement supe´rieur a` 5 minimisant la fonction
g1(b, b + 1 + ν, δ) + (b + (b + 1 + ν) + 1 + δ) + 2, pour δ, ν > 0 fixe´s et
arbitrairement petits.
Remarque 4.1. On peut en fait ve´rifier que b1 ∈ [8, 9], pour δ, ν assez
petits, et que le minimum obtenu est strictement infe´rieur a` 29.
On pose b′1 = b1 + 1 + ν. On supposera dore´navant que
n+ 1 > g1(b1, b
′
1, δ) + (b1 + b
′
1 + 1 + δ) + 2 > b1 + b
′
1 + δ + 3
(ceci est en particulier vrai lorsque n > 28, d’apre`s la remarque pre´ce´dente).
Si P1 > 1 est fixe´ quelconque et P2 = P
b1
1 , P3 = P
b′1
1 , alors par la proposition
2.12, on a :
(58) N(P1, P2, P3) = σP
n
1 P
n
2 P
n
3 +O(P
n−δ
1 P
n−δ
2 P
n−δ
3 ).
On remarque d’autre part que
N(P1, P2, P3) = N1(P1, P2, P3) +O
 ∑
x∈P1B1∩A1,λ(Z)c
Pn+12 P
n+1
3
(59)
= N1(P1, P2, P3) +O
(
Pn+1−λ1 P
n+1
2 P
n+1
3
)
(60)
(d’apre`s le lemme 3.1). A partir d’ici nous fixerons λ = ⌈b1 + b′1 +1+ δ⌉, de
sorte que :
Pn+1−λ1 P
n+1
2 P
n+1
3 ≪ Pn−δ1 Pn2 Pn3 .
Enfin, puisque n + 1 > g1(b1, b
′
1, δ) + λ + 2 (i.e. K1 − 2 > g1(b1, b′1, δ)), la
proposition 3.13 donne
(61) N1(P1, P2, P3) = P
n
2 P
n
3
∑
x∈P1B1∩A1,λ(Z)
SxJx +O(P
n
1 P
n−δ
2 P
n
3 ).
Ainsi, en regroupant les formules (58), (59) et (61), on trouve :
Pn2 P
n
3
∑
x∈P1B1∩A1,λ(Z)
SxJx = σP
n
1 P
n
2 P
n
3 +O(P
n−δ
1 P
n
2 P
n
3 ),
et donc ∑
x∈P1B1∩A1,λ(Z)
SxJx = σP
n
1 +O(P
n−δ
1 ),
et cette relation est inde´pendante de P2, P3. On a donc e´tabli le lemme
ci-dessous :
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Lemme 4.2. Si l’on a n + 1 > g1(b1, b
′
1, δ) + (b1 + b
′
1 + 1 + δ) + 2 (en
particulier, si n > 28), alors pour tout P1 > 1 :∑
x∈P1B1∩A1,λ(Z)
SxJx = σP
n
1 +O(P
n−δ
1 ).
Nous sommes a` pre´sent en mesure de de´montrer le re´sultat suivant :
Proposition 4.3. On suppose que l’on a P1 6 P2 6 P3, P2 = P
b
1 et P3 =
P b
′
1 . On suppose de plus que b
′ 6 b+ 1 + ν et que
n+ 1 > g1(b1, b
′
1, δ) + (b1 + b
′
1 + 1 + δ) + 2 > b1 + b
′
1 + δ
(δ, ν > 0 e´tant fixe´s et arbitrairement petits). On a alors que
N1(P1, P2, P3) = σP
n
1 P
n
2 P
n
3 +O(P
n−δ
1 P
n
2 P
n
3 ).
De´monstration. – Premier cas : on suppose b1 6 b. On a puisque b
′ 6
b+ 1 + ν :
1 +
b′
b
6 1 + 1 +
1
b
+
ν
b
6 1 + 1 +
1
b1
+
ν
b1
= 1 +
b1 + 1 + ν
b1
= 1 +
b′1
b1
.
On a e´galement (
1− 5
b
− δ
)−1
6
(
1− 5
b1
− δ
)−1
(en effet, puisque b1 6 b et b1 ∈ [8, 9], on a 5b + δ 6 5b1 + δ < 1) et(
3
b
+ 2δ
)
6
(
3
b1
+ 2δ
)
.
Ceci implique
g1(b, b
′, δ) 6 g1(b1, b
′
1, δ) < K1 − 2.
Ainsi, par la proposition 3.13, on obtient
N1(P1, P2, P3) = P
n
2 P
n
3
∑
x∈P1B1∩A1,λ(Z)
SxJx +O(P
n
1 P
n−δ
2 P
n
3 )
= σPn1 P
n
2 P
n
3 +O(P
n
1 P
n−δ
2 P
n
3 )
(d’apre`s le lemme 4.2).
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Deuxie`me cas : supposons b1 > b. On a alors
b′ 6 1 + b+ ν < 1 + b1 + ν = b
′
1,
donc
b′ + b+ 1 6 b′1 + b1 + 1 < n+ 1
et on peut alors appliquer la proposition 2.12, et on a :
N(P1, P2, P3) = σP
n
1 P
n
2 P
n
3 +O(P
n−δ
1 P
n−δ
2 P
n−δ
3 ).
Par conse´quent, en utilisant (59), puisque λ = ⌈b1+b′1+1+δ⌉ > ⌈b+b′+1+δ⌉,
on trouve bien
N1(P1, P2, P3) = σP
n
1 P
n
2 P
n
3 +O(P
n
1 P
n−δ
2 P
n
3 ).
On a alors le re´sultat suivant :
Proposition 4.4. On suppose que l’on a P1 6 P2 6 P3, P2 = P
b
1 et P3 =
P b
′
1 . On suppose de plus que b
′ 6 b+ 1 + ν et que
n+ 1 > g1(b1, b
′
1, δ) + (b1 + b
′
1 + 1 + δ) + 2 > b1 + b
′
1 + δ
(δ, ν > 0 e´tant fixe´s et arbitrairement petits). On a alors que
NU (P1, P2, P3) = σP
n
1 P
n
2 P
n
3 +O(P
n−δ
1 P
n
2 P
n
3 ).
De´monstration. Rappelons que, par de´finition :
NU (P1, P2, P3) = card{(x,y,z) ∈ (A1,λ(Z) ∩ P1B1)× (A2,λ(Z) ∩ P2B2)
× (A3,λ(Z) ∩ P3B3) | max
k
|Bk(x,y)| 6= 0, max
j
|B′j(x,z)| 6= 0,
max
i
|B′′i (y,z)| 6= 0, F (x,y,z) = 0}.
On a donc
NU (P1, P2, P3) = N1(P1, P2, P3) +O(T1) +O(T2) +O(T3) +O(T4),
ou`
(62) T1 = card{(x,y,z) ∈ (A1,λ(Z) ∩ P1B1)× (A2,λ(Z)c ∩ P2B2)
× (Zn+1 ∩ P3B3) | F (x,y,z) = 0},
(63) T2 = card{(x,y,z) ∈ (A1,λ(Z) ∩ P1B1)× (Zn+1 ∩ P2B2)
× (A3,λ(Z)c ∩ P3B3) | F (x,y,z) = 0},
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(64) T3 = card{(x,y,z) ∈ (A1,λ(Z) ∩ P1B1)× (A2,λ(Z) ∩ P2B2)
× (A3,λ(Z) ∩ P3B3) | B′j(x,z) = 0 ∀j},
(65) T4 = card{(x,y,z) ∈ (A1,λ(Z) ∩ P1B1)× (A2,λ(Z) ∩ P2B2)
× (A3,λ(Z) ∩ P3B3) | B′′i (y,z) = 0 ∀i}.
On remarque que, d’apre`s le lemme 3.1
T1 ≪ Pn+11 Pn+1−λ2 Pn+13 = Pn+1+b
′−(λ−1)b
1 P
n
2 P
n
3 .
Or, on a fixe´ λ = ⌈b1 + b′1 + 1 + δ⌉ , avec 5 < b1 6 b′1, on a donc clairement
n + 1 + b′ − (λ − 1)b 6 n + 1 + b′ − 5b 6 n − 1 puisque b′ 6 b + 1 + ν et
b > 1. On a donc T1 ≪ Pn−11 Pn2 Pn3 . De la meˆme manie`re, on montre que
T2 ≪ Pn−11 Pn2 Pn3 .
Par ailleurs, pour x fixe´, si B′j(x,z) = 0 pour tout j, alors z ∈ V ∗3,x. Par
conse´quent, puisque pour tout x ∈ A1,λ(Z), dimV ∗3,x < λ, on a alors :
T3 ≪ Pn+11 Pn+12 P λ3 = Pn−11 Pn2 Pn3 ,
car n+1 > λ+3 (car n+1 > g1(b1, b
′
1, δ)+(b1+b
′
1+1+δ)+2, g1(b1, b
′
1, δ) > 2
et (b1 + b
′
1 + 1 + δ) + 2 > λ + 1 par hypothe`se). De meˆme on montre que
T4 ≪ Pn−11 Pn2 Pn3 . En re´sume´ on a donc
NU (P1, P2, P3) = N1(P1, P2, P3) +O(P
n−1
1 P
n
2 P
n
3 ),
et la proposition 4.3 permet de conclure.
5 Quatrie`me e´tape
Il nous reste donc a` traiter le cas ou` b′ > b + 1 + ν (i.e. P3 > P
1+ν
1 P2).
Nous allons re´soudre ce proble`me en utilisant des re´sultats de ge´ome´trie des
re´seaux.
Commenc¸ons par introduire la de´finition suivante (issue de [Wi, Defini-
tion 2.1]) :
De´finition 5.1. Soit S un sous-ensemble de Rd, et soit c un entier tel que
0 6 c 6 d. Pour M ∈ N et L > 0, on dit que S appartient a` Lip(d, c,M,L)
s’il existe M applications φ : [0, 1]d−c → Rd ve´rifiant :
||φ(x)− φ(y)||2 6 L||x− y||2,
||.||2 de´signant la norme euclidienne, telles que S soit recouvert par les
images de ces applications.
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On a le re´sultat suivant (cf. [M-V, Lemme 2]) :
Lemme 5.2. Soit S ⊂ Rd un ensemble borde´ dont le bord ∂S appartient a`
Lip(d, 1,M,L). L’ensemble S est alors mesurable et si Λ est un re´seau de
Rd de premier minimum successif λ1, on a∣∣∣∣card(S ∩ Λ)− Vol(S)det(Λ)
∣∣∣∣ 6 c(d)M ( Lλ1 + 1
)d−1
,
ou` c(d) est une constante ne de´pendant que de d.
Pour un couple (x,y) ∈ Zn+1 × Zn+1 fixe´ tel que maxk |Bk(x,y)| 6= 0,
on note Hx,y l’hyperplan de R
n+1 donne´ par
Hx,y = {z ∈ Rn+1 | F (x,y,z) =
n∑
k=0
Bk(x,y)zk = 0}.
On note par ailleurs Cx,y le corps convexe B3 ∩ Hx,y et Λx,y le re´seau
Zn+1 ∩Hx,y. Nous allons appliquer le lemme 5.2 a` S = P3Cx,y et Λ = Λx,y
vus respectivement comme un sous-ensemble et un re´seau de Hx,y que l’on
identifiera a` Rn. Remarquons dans un premier temps que ∂B3 ∈ Lip(n +
1, 1, 2n, 2) : en effet, pour toute face F du cube B3, on peut construire
une application φF : [0, 1]
n → Rn+1 qui est 2−lipschitzienne et telle que
φF ([0, 1]
n) = F . Conside´rons par exemple la face F correspondant aux
points z ∈ B3 tels que z0 = 1. On pose alors φF (t1, ..., tn) = (1, 2t1 −
1, ..., 2tn − 1) et on a bien φF ([0, 1]n) = F et pour tous t, t′ ∈ [0, 1]n
||φF (t)− φF (t′)||2 6 2||t − t′||2.
Montrons a` pre´sent que ∂Cx,y ∈ Lip(n, 1, 2n, 2(n − 1)
√
n+ 1). Une face
du polytope Cx,y est obtenue en prenant l’intersection d’une face F de B3
avec Hx,y. Conside´rons par exemple l’intersection (suppose´e non vide) de
la face F = {z ∈ B3 | z0 = 1} avec Hx,y. Pour simplifier les notations,
on pose pour tout k ∈ {0, ..., n}, αk = Bk(x,y) de sorte que Hx,y a pour
e´quation α0z0+α1z1+ ...+αnzn = 0 (les αk e´tant non tous nuls). Pour tout
z ∈ F ∩Hx,y, on a alors α0 + α1z1 + ... + αnzn = 0, avec max16k6n |αk| 6=
0 puisque l’intersection F ∩ Hx,y est non vide. Supposons, par exemple,
que max16k6n |αk| = |αn|, on a alors zn = − α0αn −
∑n−1
k=1
αk
αn
zk, et on peut
construire l’application φ˜F : [0, 1]
n−1 → Hx,y ⊂ Rn+1 de´finie par
φ˜F (t1, ..., tn−1) =
(
1, 2t1 − 1, ..., 2tn−1 − 1,−α0
αn
−
n−1∑
k=1
αk
αn
(2tk − 1)
)
.
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On remarque alors que F ∩Hx,y ⊂ φ˜F ([0, 1]n−1) et que
||φ˜F (t)− φ˜F (t′)||2 6
√
n+ 1||φ˜F (t)− φ˜F (t′)||∞
6
√
n+ 1max
(
2, 2
n−1∑
k=1
|αk|
|αn|
)
||t− t′||∞
6 2(n − 1)√n+ 1||t − t′||2.
On a donc ∂Cx,y ∈ Lip(n, 1, 2n, 2(n − 1)
√
n+ 1) et par conse´quent
∂P3Cx,y ∈ Lip(n, 1, 2n, 2(n − 1)
√
n+ 1P3).
De plus puisque Λx,y ⊂ Zn+1 le premier minimum successif de ce re´seau est
supe´rieur ou e´gal a` 1. Ainsi, si l’on pose
(66)
NΛx,y ,B3(P3) = {z ∈ P3B3 ∩ Zn+1 | F (x,y,z) = 0} = card(Λx,y ∩ P3Cx,y)
le lemme 5.2 nous donne :∣∣∣∣NΛx,y,B3(P3)− Vol(P3Cx,y)det(Λx,y)
∣∣∣∣≪n Pn−13 .
On a donc que
(67) NΛx,y,B3(P3) =
Vol(Cx,y)
det(Λx,y)
Pn3 +O(P
n−1
3 ).
Par conse´quent, si l’on note
N ′(P1, P2, P3) = card{(x,y,z) ∈ (A1,λ(Z) ∩ P1B1)× (A2,λ(Z) ∩ P2B2)
× (Zn+1 ∩ P3B3) | F (x,y,z) = 0, max
k
|Bk(x,y)| 6= 0},
on trouve
N ′(P1, P2, P3) = P
n
3
∑
x∈A1,λ(Z)∩P1B1
y∈A2,λ(Z)∩P2B2
maxk |Bk(x,y)|6=0
Vol(Cx,y)
det(Λx,y)
+O
 ∑
(x,y)∈P1B1×P2B2
maxk |Bk(x,y)|6=0
Pn−13
 .
On peut montrer par ailleurs (voir par exemple [HB, Lemme 1.(i)]) que
det(Λx,y) =
||(Bk(x,y))k||2
pgcdk(Bk(x,y))
.
On a ainsi
N ′(P1, P2, P3) = P
n
3
∑
x∈A1,λ(Z)∩P1B1
y∈A2,λ(Z)∩P2B2
maxk |Bk(x,y)|6=0
pgcdk(Bk(x,y))Vol(Cx,y)
||(Bk(x,y))k||2
+O
(
Pn+11 P
n+1
2 P
n−1
3
)
.
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Par ailleurs, puisque l’on a suppose´ b′ > b+ 1 + ν, on a
Pn+11 P
n+1
2 P
n−1
3 ≪ Pn−ν1 Pn2 Pn3 .
Ainsi, on trouve
(68) N ′(P1, P2, P3) = P
n
3
∑
x∈A1,λ(Z)∩P1B1
y∈A2,λ(Z)∩P2B2
maxk |Bk(x,y)|6=0
pgcdk(Bk(x,y))Vol(Cx,y)
||(Bk(x,y))k||2
+O
(
Pn−ν1 P
n
2 P
n
3
)
.
Nous allons a` pre´sent montrer que∑
x∈A1,λ(Z)∩P1B1
y∈A2,λ(Z)∩P2B2
maxk |Bk(x,y)|6=0
pgcdk(Bk(x,y))Vol(Cx,y)
||(Bk(x,y))k||2 = σP
n
1 P
n
2 +O(P
n−δ′
1 P
n
2 )
pour un certain δ′ > 0. On remarque que
N ′(P1, P2, P3) = NU (P1, P2, P3) +O(T5) +O(T3) +O(T4)
ou`
(69) T5 = card{(x,y,z) ∈ (A1,λ(Z) ∩ P1B1)× (A2,λ(Z) ∩ P2B2)
× (A3,λ(Z)c ∩ P3B3) | F (x,y,z) = 0},
et T3, T4 sont de´finis par (64) et (65). Nous avons de´ja` montre´ que T3, T4 ≪
Pn−11 P
n
2 P
n
3 . On a par ailleurs que
T5 ≪ Pn+11 Pn+12 Pn+1−λ3 ≪ Pn−11 Pn2 Pn3
car λ > 4. Par conse´quent
(70) N ′(P1, P2, P3) = NU (P1, P2, P3) +O(P
n−1
1 P
n
2 P
n
3 ).
Par la suite, on choisit P3 tel que b
′ = b+ 1+ ν. D’apre`s la proposition 4.4,
la formule (70) donne :
N ′(P1, P2, P3) = σP
n
1 P
n
2 P
n
3 +O(P
n−δ
1 P
n
2 P
n
3 ),
et en utilisant (68), on a alors :∑
(x,y)∈P1B1×P2B2
maxk |Bk(x,y)|6=0
pgcdk(Bk(x,y))Vol(Cx,y)
||(Bk(x,y))k||2 = σP
n
1 P
n
2 +O(P
n−δ′
1 P
n
2 ),
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pour δ′ = min{δ, ν}, et ceci inde´pendamment de P3.
Par conse´quent, on de´duit de (68) que
N ′(P1, P2, P3) = σP
n
1 P
n
2 P
n
3 +O(P
n−δ′
1 P
n
2 P
n
3 )
pour tout n tel que (n + 1) > g1(b1, b
′
1, δ) + (b1 + b
′
1 + 1 + δ) + 2, et tous
(b, b′) tels que b′ > b+1+ ν. Par conse´quent, en utilisant la formule (70) on
a, sous les meˆmes hypothe`ses :
NU (P1, P2, P3) = σP
n
1 P
n
2 P
n
3 +O(P
n−δ′
1 P
n
2 P
n
3 ).
En regroupant ce re´sultat avec la proposition 4.4 on obtient la proposition
suivante :
Proposition 5.3. Si n > 28, alors pour tous P1, P2, P3 > 1, il existe δ
′ > 0
tel que :
NU (P1, P2, P3) = σP
n
1 P
n
2 P
n
3 +O(P
n−δ′
1 P
n
2 P
n
3 ).
6 Cinquie`me e´tape
Nous allons a` pre´sent utiliser la formule obtenue pour NU (P1, P2, P3)
dans la proposition 5.3 pour trouver une formule asymptotique pour NU (B).
Pour re´soudre ce proble`me, nous allons appliquer la me´thode de´veloppe´e par
Blomer et Bru¨dern dans [B-B] pour le cas les hypersurfaces diagonales des
espaces multiprojectifs, et reprise dans la section 9 de [Sch2]. On conside`re
une fonction h : N3 → [0,+∞[. Conforme´ment aux notations de [B-B], on
dira que h est une (β,C,D,α, δ)-fonction si elle ve´rifie les trois conditions
suivantes :
1. On a∑
l6L
m6M
n6N
h(l,m, n) = CLβMβNβ +O(LβMβNβmin{L,M,N}−δ)
pour tous L,M,N > 1.
2. Il existe des fonctions c1, c2, c3 : N→ [0,+∞[ telles que :∑
m6M
n6N
h(l,m, n) = c1(l)M
βNβ +O
(
lDMβNβmin{M,N}−δ
)
,
uniforme´ment pour tous M,N > 1 et l 6 MαNα,∑
l6L
n6N
h(l,m, n) = c2(m)L
βNβ +O
(
mDLβNβmin{L,N}−δ
)
,
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uniforme´ment pour tous L,N > 1 et m 6 LαNα,∑
l6L
m6M
h(l,m, n) = c3(n)L
βMβ +O
(
nDLβMβ min{L,M}−δ
)
uniforme´ment pour tous L,M > 1 et n 6 LαMα.
3. Il existe des fonctions c˜1, c˜2, c˜3 : N
2 → [0,+∞[ telles que :∑
l6L
h(l,m, n) = c˜1(m,n)L
β +O(max{m,n}DLβ−δ)
uniforme´ment pour tous L > 1 et max{m,n} 6 Lα,∑
m6M
h(l,m, n) = c˜2(l, n)M
β +O(max{l, n}DMβ−δ)
uniforme´ment pour tous M > 1 et max{l, n} 6 Mα,∑
n6N
h(l,m, n) = c˜3(l,m)N
β +O(max{l,m}DNβ−δ)
uniforme´ment pour tous N > 1 et max{l,m} 6 Nα.
On a la proposition suivante qui est un corollaire imme´diat de [B-B, The´ore`me
2.1] :
Proposition 6.1. Si h est une (β,C,D,α, δ)-fonction, alors on a la formule
asymptotique :∑
lmn6P
h(l,m, n) =
1
2
Cβ2P β log(P )2 +O(P β log(P )).
Nous allons appliquer ce re´sultat a` la fonction
h(l1, l2, l3) = card{(x,y,z) ∈ U | |x| = l1, |y| = l2, |z| = l3, F (x,y,z) = 0}
(en remarquant que NU (B) =
∑
l1l2l36B
h(l1, l2, l3)). Pour cela nous allons
montrer que cette fonction est bien une (β,C,D,α, δ)-fonction (pour des
constantes C, δ, β, α,D que nous pre´ciserons).
Remarquons que cette fonction ve´rifie bien la condition 1 avec β = n,
d’apre`s la proposition 5.3. D’autre part, par le corollaire 3.12, on a pour
tout x ∈ A1,λ(Z) et P2 6 P3 :
Nx(P2, P3) = SxJxP
n
2 P
n
3 +O([x|4Pn−δ2 Pn3 )
uniforme´ment pour tout x tel que |x| < (P 1−3θ22 P3)
1
2 pour un θ2 <
1
5 fixe´.
Donc en choisissant θ2 <
1
6 , la formule est vraie pour tout x tel que |x| 6
P
1
4
2 P
1
2
3 . Si l’on note
NU,x(P2, P3) = card{(y,z) ∈ (P2B2×P3B3)∩Z2n+2 | (x,y,z) ∈ U, F (x,y,z) = 0}
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On a alors que
NU,x(P2, P3) = Nx(P2, P3) +O(T1,x) +O(T2,x) +O(T3,x) +O(T4,x)
ou`
(71) T1,x = card{(y,z) ∈ (A2,λ(Z)c ∩ P2B2)× (Zn+1 ∩ P3B3)
| max
k
|Bk(x,y)| 6= 0, F (x,y,z) = 0}
(72) T2,x = card{(y,z) ∈ (Zn+1 ∩ P2B2)× (A3,λ(Z)c ∩ P3B3)
| max
k
|Bk(x,y)| 6= 0, F (x,y,z) = 0}
(73) T3,x = card{(y,z) ∈ (A2,λ(Z) ∩ P2B2)× (A3,λ(z) ∩ P3B3)
| max
k
|Bk(x,y)| 6= 0, ∀j B′j(x,z) = 0}
(74) T4,x = card{(y,z) ∈ (A2,λ(Z) ∩ P2B2)× (A3,λ(Z) ∩ P3B3)
| max
k
|Bk(x,y)| 6= 0, ∀i B′′i (x,z) = 0}
En reprenant la formule (67), et en remarquant que, pour tous x,y
Vol(Cx,y)≪ 1
et
1
|det(Λx,y)| =
||(Bk(x,y))k||2
pgcdk(Bk(x,y))
6 1,
on obtient :
T1,x ≪
∑
y∈Ac2,λ∩P2B2
Pn3 ≪ Pn+1−λ2 Pn3 ≪ Pn−12 Pn3 .
On montre de meˆme que
T2,x ≪ Pn2 Pn−13 .
Par ailleurs, si B′j(x,z) = 0 pour tout j, alors z ∈ V ∗3,x, et donc si x ∈
A1,λ(Z) :
T3,x ≪ Pn+12 P λ3 ≪ Pn−12 Pn3 .
De meˆme on montre
T4,x ≪ Pn−12 Pn3 .
Par conse´quent, si P2 6 P3, on a
NU,x(P2, P3) = Nx(P2, P3) +O(P
n−1
2 P
n
3 ) = SxJxP
n
2 P
n
3 +O([x|4Pn−δ2 Pn3 )
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uniforme´ment pour tout x tel que |x| 6 P
1
4
2 P
1
2
3 . Par les meˆmes calculs, on
obtient exactement le meˆme re´sultat dans le cas P3 6 P2. Par conse´quent,
on trouve que :∑
l26P2, l36P3
h(l1, l2, l3) =
∑
x∈A1,λ(Z),|x|=l1
NU,x(P2, P3)
= c1(l1)P
n
2 P
n
3 +O
(
ln+41 P
n
2 P
n
3 min{P2, P3}−δ
)
,
uniforme´ment pour tout l1 6 P
1
4
2 P
1
4
3 , avec
c1(l1) =
∑
x∈A1,λ(Z),|x|=l1
SxJx.
Donc h ve´rifie le premier point de la condition 2 avec D = n+ 4, et α = 14 .
Par syme´trie, on montre de meˆme que h ve´rifie les deux autres points de la
condition 2.
On fixe (x,y) ∈ A1,λ(Z)×A2,λ(Z) tels que maxk |Bk(x,y)| 6= 0. Si l’on
note
NU,x,y(P3) = card{z ∈ Zn+1 ∩ P3B3 | (x,y,z) ∈ U, F (x,y,z) = 0},
on remarque que
NU,x,y(P3) = NΛx,y,B3(P3) +O(T1,x,y) +O(T2,x,y) +O(T3,x,y),
avec
T1,x,y = card{z ∈ A3,λ(Z)c ∩ P3B3},
T2,x,y = card{z ∈ Zn+1 ∩ P3B3, B′j(x,z) = 0 ∀j},
T3,x,y = card{z ∈ Zn+1 ∩ P3B3, B′′i (y,z) = 0 ∀i}.
On a alors imme´diatement
T1,x,y ≪ Pn+1−λ3 ≪ Pn−13 ,
T2,x,y ≪ P λ3 ≪ Pn−13 ,
T3,x,y ≪ P λ3 ≪ Pn−13 .
Par conse´quent
NU,x,y(P3) = NΛx,y,B3(P3) +O(P
n−1
3 )
=
pgcdk(Bk(x,y))Vol(Cx,y)
||(Bk(x,y))k||2 P
n
3 +O(P
n−1
3 ).
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On a ainsi : ∑
l36P3
h(l1, l2, l3) =
∑
x∈A1,λ(Z),|x|=l1
y∈A2,λ(Z),|y|=l2
maxk |Bk(x,y)|6=0
NU,x,y(P3)
= c˜3(l1, l2)P
n
3 +O
(
ln1 l
n
2P
n−1
3
)
,
et donc h ve´rifie le troisie`me point de la condition 3 pour un α quelconque
et pour D = 2n, et par syme´trie, cette condition est entie`rement ve´rifie´e.
On a donc montre´ que h est une (n, σ, 2n, 14 , δ)-fonction, et donc en ap-
pliquant la proposition 6.1, on trouve :
Proposition 6.2. Si n > 28, alors pour tout B > 1, on a la formule
asymptotique :
NU (B) =
1
2
n2σBn log(B)2 +O (Bn log(B)) .
7 Conclusion et interpre´tation des constantes
Nous pouvons finalement calculer le cardinal
N˜U (B) = card{(x,y,z) ∈ U ∩ (Zn+1 × Zn+1 × Zn+1) |
(x0, ..., xn), (y0, ..., yn), (z0, ..., zn) primitifs, F (x,y,z) = 0, H
′(x,y,z) 6 B}.
On remarque en effet que si Nd,e,f (B) de´signe
card{(dx, ey, fz) ∈ U ∩ (dZn+1 × eZn+1 × fZn+1) |
F (x,y,z) = 0, H ′(dx, ey, fz) 6 B} = NU (B/def)
et
N˜k,l,m(B) = card{(kx, ly,mz) ∈ U ∩ (kZn+1 × lZn+1 ×mZn+1) |
(x0, ..., xn), (y0, ..., yn), (z0, ..., zn) primitifs , F (x,y,z) = 0, H
′(kx, ly,mz) 6 B}
= N˜U (B/klm)
(pour d, e, f, k, l,m ∈ N), alors on a
Nd,e,f (B) =
∑
d|k
∑
e|l
∑
f |m
N˜k,l,m(B).
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Par inversions de Mo¨bius successives applique´es a` (d, e, f) = (1, 1, 1), on
obtient :
N˜U (B) = N˜(1,1,1)(B) =
∑
k∈N∗
µ(k)
∑
l∈N∗
µ(l)
∑
m∈N∗
µ(m)Nk,l,m(B)
=
∑
k,l,m∈N∗
µ(k)µ(l)µ(m)NU (B/klm)
=
1
2
σ
∑
k,l,m∈N∗
µ(k)µ(l)µ(m)
knlnmn
n2Bn log(B)2 +O(Bn log(B)).
On remarque que ∑
k,l,m∈N∗
µ(k)µ(l)µ(m)
knlnmn
=
(∑
k∈N∗
µ(k)
kn
)3
,
et que ∑
k∈N∗
µ(k)
kn
=
∏
p∈P
(
1− 1
pn
)
(P de´signant l’ensemble des entiers premiers). En rappelant que l’on a
NU(B) = 18N˜U (B
1
n ), on a donc finalement de´montre´ le re´sultat suivant :
Proposition 7.1. Pour tout n > 28, on a :
NU(B) = 1
16
σ′B log(B)2 +O(B log(B)),
lorsque B →∞, ou` l’on a note´ σ′ = σ∏p∈P (1− 1pn)3.
Nous allons a` pre´sent donner une interpre´tation des constantes intro-
duites, et constater finalement que l’expression obtenue est bien en accord
avec les formules conjecture´es par Peyre dans [Pe].
Dans tout ce qui va suivre, on notera pi la projection
pi : A
3(n+1)
Q \
(
({0} ×An+1Q ×An+1Q ) ∪ (An+1Q × {0} ×An+1Q )
∪(An+1Q ×An+1Q × {0})
)
→ PnQ ×PnQ ×PnQ
On note W = pi−1(V ). Si (x,y,z) ∈ W est un point lisse avec, par
exemple, Bk1(x,y) 6= 0 pour un certain k1 ∈ {0, ..., n}, alors la forme de
Leray ωL sur W est donne´e par
ωL(x,y,z) =
(−1)n+1−k1
Bk1(x,y)
dx0 ∧ ... ∧ dxn ∧ dy0 ∧ ... ∧ dyn
∧ dz0 ∧ ... ∧ d̂zk1 ∧ ... ∧ dzn(x,y,z).
Pour toute place ν ∈ Val(Q) la forme de Leray induit une mesure locale
ωL,ν.
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7.1 E´tude de l’inte´grale J
Rappelons que l’on a
J =
∫
R
∫
B1×B2×B3
e(βF (x,y,z))dxdydzdβ.
et cette inte´grale est absolument convergente (cf. lemme 2.11). On pose par
ailleurs :
σ∞(V ) =
∫
W∩[−1,1]3n+3
ωL,∞.
Nous allons montrer que l’inte´grale J co¨ıcide avec σ∞(W ). Il nous suffit de
le ve´rifier localement i.e. montrons que pour tout ouvert U de B1 ×B2 ×B3
sur lequel, par exemple, Bn(x,y) 6= 0,
σ∞(U) =
∫
U∩[−1,1]3n+3
ωL,∞ =
∫
U∩[−1,1]3n+3
1
|Bn(x,y)|dxdydzˆ,
(avec dzˆ = dz0...dzn−1) co¨ıncide avec
JU =
∫
R
∫
U∩(B1×B2×B3)
e(βF (x,y,z))dxdydzdβ.
Conside`rons donc un tel ouvert U . De la meˆme manie`re que pour le lemme
2.11, on montre que JU = limµ→∞ JU (µ), ou`
JU (µ) =
∫ µ
−µ
∫
U∩(B1×B2×B3)
e(βF (x,y,z))dxdydzdβ
pour tout µ > 0. On peut re´e´crire l’inte´grale JU (µ) sous la forme :
JU (µ) =
∫
U∩(B1×B2×B3)
(∫ µ
−µ
e(βF (x,y,z))dβ
)
dxdydz
=
∫
U∩(B1×B2×B3)
sin(2piµF (x,y,z))
piF (x,y,z)
dxdydz
On remplace ensuite la variable zn par t = F (x,y,z), et on note
χ(t) =
{
1 si zn =
t
Bn(x,y)
−∑n−1k=0 Bk(x,y)Bn(x,y)zk ∈ [−1, 1] et (x,y,z) ∈ U
0 sinon
On a alors (si A =
∑
i,j |αi,j,n|) :
JU =
∫ A
−A
sin(2piµt)
pit
∫
[−1,1]3n+2
χ(t)
|Bn(x,y)|dxdydzˆdt
Si l’on note
φ(t) =
∫
[−1,1]3n+2
χ(t)
|Bn(x,y)|dxdydzˆ,
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on remarque que cette fonction est a` variations borne´es. Par conse´quent par
application des re´sultats d’analyse de Fourier (voir [W-W, 9.43]) on a que
JU = φ(0) =
∫
[−1,1]3n+2
χ(0)
|Bn(x,y)|dxdydzˆ
=
∫
U∩[−1,1]3n+3
ωL,∞ = σ∞(U).
Remarquons que ces calculs constituent un e´quivalent du travail effectue´ par
Igusa dans [Ig, §IV.6] pour le cas les inte´grales de fonctions indicatrices.
Nous allons a` pre´sent interpre´ter cette constante σ∞ en termes de me-
sures de Tamagawa. Rappelons que (avec les notations de [Sch2]) la mesure
τ∞ = ω∞ est de´finie localement sur l’ouvert
U0,0,0 = {([x], [y], [z]) ∈ Pn ×Pn ×Pn | x0y0z0 6= 0, Bn(x,y) 6= 0}
par
ω∞ =
du1...dundv1...dvndw1...dwn−1
h∞(u,v,w)|Bn(u,v)|
ou` u = (1, u1, ..., un), v = (1, v1, ..., vn), w = (1, w1, ..., wn) et
h∞(x,y,z) = h
1
∞(x)h
2
∞(y)h
3
∞(z),
avec
h1∞(x) = max
06i6n
|xi|n, h2∞(y) = max
06j6n
|yj|n, h3∞(z) = max
06k6n
|zk|n.
Nous allons de´montrer le re´sultat suivant :
Lemme 7.2. On a
τ∞ =
n3
8
σ∞.
De´monstration. On de´montre le re´sultat localement i.e. montrons que pour
tout ouvert U par exemple inclus dans U0,0,0 de´fini plus haut (les autres
cas se traitant de manie`re analogue) on a τ∞(U) =
n3
8 σ∞(pi
−1(U)). Par
de´finition de la mesure de Leray, pour un tel ouvert U , on a
σ∞(pi
−1(U)) =
∫
π−1(U)∩{maxi |xi|61
maxj |yj |61, maxk |zk|61}
dxdydzˆ
|Bn(x,y)|
avec dzˆ = dz0...dzn−1. On remarque que
max
i
|xi| = 1 ⇔ |x0| 6
(
max
i 6=0
|xi|
|x0|
)−1
.
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On applique alors les changements de variables xi = x0ui, yj = y0vj et
zk = z0wk dans l’inte´grale ci-dessus. On a alors que
(x,y,z) ∈ [−1, 1]3n+3 ⇔ |x0| 6 (max
i
|ui|)−1, |y0| 6 (max
j
|vj |)−1,
|z0| 6 (max
k
|wk|)−1.
On obtient alors
σ∞(pi
−1(U))
=
∫
U
1
|Bn(u,v)|
∫|x0|n6h1∞(x)
|y0|n6h2∞(y)
|z0|n6h3∞(z)
|x0|n−1|y0|n−1|z0|n−1dx0dy0dz0
 dudvdwˆ
=
8
n3
∫
U
dudvdwˆ
h∞(u,v,w)|Bn(u,v)| =
8
n3
∫
U
ω∞
7.2 E´tude de la se´rie S
Rappelons que l’on a
S =
∞∑
q=1
A(q)
en notant
A(q) = q−3n−3
∑
06a<q
pgcd(a,q)=1
∑
b,b′,b′′∈(Z/qZ)n+1
e
(
a
q
F (b, b′, b′′)
)
et nous avons vu d’autre part (cf. lemme 2.3) que cette se´rie converge abso-
lument.
Lemme 7.3. Si pgcd(q1, q2) = 1, alors on a
A(q1q2) = A(q1)A(q2),
autrement dit, la fonction A est multiplicative.
De´monstration. On remarque dans un premier temps que
(75)
A(q) = q−3n−3
∑
06a<q
pgcd(a,q)=1
∑
b,b′∈(Z/qZ)n+1
n∏
k=0
 ∑
b∈Z/qZ
e
(
a
q
Bk(b, b
′)b
) .
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Or on a ∑
b∈Z/qZ
e
(
a
q
Bk(b, b
′)b
)
=
{
q si Bk(b, b
′) ≡ 0 (q)
0 sinon
On a donc
A(q) = q−2n−2
∑
a∈(Z/qZ)∗
card{b, b′ ∈ (Z/qZ)n+1 | Bk(b, b′) ≡ 0, ∀k}
= ϕ(q)q−2n−2 card{b, b′ ∈ (Z/qZ)n+1 | Bk(b, b′) ≡ 0 (q), ∀k}.
Or si l’on a q = q1q2, par le the´ore`me chinois :
card{b, b′ ∈ (Z/qZ)n+1 | Bk(b, b′) ≡ 0 (q), ∀k}
= card{b1, b′1 ∈ (Z/q1Z)n+1 | Bk(b1, b′1) ≡ 0 (q1), ∀k}
. card{b2, b′2 ∈ (Z/q2Z)n+1 | Bk(b2, b′2) ≡ 0 (q2), ∀k}.
On en de´duit que A est bien multiplicative.
Puisque A est multiplicative et absolument convergente, on a la formule :
S =
∞∑
q=1
A(q) =
∏
p∈P
σp
ou`
σp =
∞∑
k=0
A(pk).
Par la suite on note pour tout q ∈N∗,
(76) M(q) = card{(b, b′, b′′) ∈ (Z/qZ)3n+3 | F (b, b′, b′′) ≡ 0 (q)}
On peut alors interpre´ter σp a` l’aide du re´sultat suivant :
Lemme 7.4. On a que pour tout N > 0 :
N∑
k=0
A(pk) =
M(pN )
pN(3n+2)
,
et par conse´quent :
σp = lim
k→∞
M(pk)
pk(3n+2)
.
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De´monstration. On remarque dans un premier temps que
M(q) = q−1
q−1∑
t=0
∑
b,b′,b′′∈(Z/qZ)n+1
e
(
t
q
F (b, b′, b′′)
)
= q−1
∑
q1|q
∑
06a<q1
pgcd(a,q1)=1
∑
b,b′,b′′∈(Z/qZ)n+1
e
(
a
q1
F (b, b′, b′′)
)
.
On a donc, si q = pN :
M(pN ) = p−N
N∑
k=0
∑
06a<pk
pgcd(a,pk)=1
∑
b,b′,b′′∈(Z/pNZ)n+1
e
(
a
pk
F (b, b′, b′′)
)
= p−N
N∑
k=0
∑
06a<pk
pgcd(a,pk)=1
(
pN
pk
)3n+3 ∑
b,b′,b′′∈(Z/pkZ)n+1
e
(
a
pk
F (b, b′, b′′)
)
= p(3n+2)N
N∑
k=0
∑
06a<pk
pgcd(a,pk)=1
p−(3n+3)k
∑
b,b′,b′′∈(Z/pkZ)n+1
e
(
a
pk
F (b, b′, b′′)
)
= p(3n+2)N
N∑
k=0
A(pk),
d’ou` le re´sultat.
Nous allons a` pre´sent e´tudier le lien entre les constantes σp et la mesure
de Tamagawa τp de´finie (avec les notations de [Sch2]) par :
τp =
(
1− 1
p
)3
ωp
ou` ωp est la mesure de´finie localement sur V (Qp) ∩ U0,0,0 par
ωp =
du1,p...dun,pdv1,p...dvn,pdw1,p...dwn−1,p
hp(u,v,w)|Bn(u,v)|p
ou` u = (1, u1, ..., un), v = (1, v1, ..., vn), w = (1, w1, ..., wn) et
hp(x,y,z) = h
1
p(x)h
2
p(y)h
3
p(z),
avec
h1p(x) = max
06i6n
|xi|np , h2p(y) = max
06j6n
|yj|np , h3p(z) = max
06k6n
|zk|np .
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Lemme 7.5. Soit p ∈ P, on pose :
a(p) =
(
1− 1
p
)3(
1− 1
pn
)−3
.
On a alors ∫
W (Qp)∩{h1p(x)61
h2p(y)61, h
3
p(z)61}
ωL,p(x,y,z) = a(p)ωp(V (Qp)).
De´monstration. Il suffit de montrer que pour tout ouvert U de A3n−1Qp ⊂
PnQp×PnQp×Pn−1Qp de la forme U1×U2×U3, tel que pour tout ([x], [y], [z]) ∈ U
on a (par exemple) x0y0z0 6= 0 et Bn(x,y) 6= 0 (les autres cas se traitant de
fac¸on analogue) l’e´galite´∫
π−1(U)∩{h1p(x)61
h2p(y)61, h
3
p(z)61}
ωL,p(x,y,z) = a(p)ωp(U)
est ve´rifie´e. Remarquons dans un premier temps que, pour un tel ouvert U ,
on a
a(p)ωp(U) =
∫
U1×U2×U3
du1,p...dun,pdv1,p...dvn,pdw1,p...dwn−1,p
|Bn(u,v)|ph1p(u)h2p(v)h3p(w)
.
En appliquant trois fois le lemme 5.4.5 de [Pe], on obtient alors :
a(p)ωp(U) =
∫
π−1(U)
dxdydzˆ
|Bn(x,y)|p =
∫
π−1(U)
ωL,p(x,y,z).
Nous allons a` pre´sent e´tablir le lemme suivant dont la de´montration est
inspire´e de [P-T, Lemme 3.2] et de [Sch2, Lemme 3.4] :
Lemme 7.6. Soit
W ∗(r) = {(x,y,z) ∈ (Zp/pr)3n+3, x 6≡ 0(p), y 6≡ 0(p),
z 6≡ 0(p), F (x,y,z) ≡ 0(pr)},
et on pose N∗(r) = card(W ∗(r)). Il existe alors un entier r0 tel que pour
tout r > r0 : ∫
{(x,y,z)∈Z3n+3p , x 6≡0(p)
y 6≡0(p), z 6≡0(p), F (x,y,z)=0}
ωL,p =
N∗(r)
pr(3n+2)
.
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De´monstration. Soit (x,y,z) ∈ Z3n+3p . Dans tout ce qui suit, on note [x,y,z]r =
(x,y,z) mod pr. On e´crit alors :
∫
{(x,y,z)∈Z3n+3p , x 6≡0(p)
y 6≡0(p), z 6≡0(p), F (x,y,z)=0}
ωL,p =
∑
(x,y,z) mod pr
x6≡0(p), y 6≡0(p),
z 6≡0(p)
∫
{(u,v,w)∈Z3n+3p ,
[u,v,w]r=(x,y,z)
F (u,v,w)=0}
ωL,p(u,v,w)
(77)
=
∑
(x,y,z)∈W ∗(r)
∫
{(u,v,w)∈Z3n+3p ,
[u,v,w]r=(x,y,z)
F (u,v,w)=0}
ωL,p(u,v,w).(78)
Puisque V est lisse, il existe un r > 0 assez grand tel que, pour tout
(x,y,z) ∈ Z3n+3p tel que x 6≡ 0(p), y 6≡ 0(p), z 6≡ 0(p) et F (x,y,z) = 0 :
c = inf
i,j,k
{νp (Bk(x,y)) , νp
(
B′j(x,z)
)
, νp
(
B′′i (y,z)
)}
soit non nul et constant sur la classe de´finie par (x,y,z). On peut supposer
que r > c et que c = νp (Bn(x,y)). On conside`re (u,v,w) ∈ Z3n+3p tel que
[u,v,w]r = (x,y,z), et (u
′,v′,w′) ∈ Z3n+3p quelconque. On a alors
F (u+u′,v+v′,w+w′) = F (u,v,w)+
n∑
k=0
Bk(u,v)w
′
k +
n∑
j=0
B′j(u,w)v
′
j
+
n∑
i=0
B′′i (v,w)u
′
i +G(u,v,w,u
′,v′,w′),
ou` G(u,v,w,u′,v′,w′) est une somme de termes contenant au moins
deux facteurs u′i, v
′
j ou w
′
k. Ainsi, on a donc, si (u
′,v′,w′) ∈ (prZp)3n+3 :
F (u+ u′,v + v′,w +w′) ≡ F (u,v,w)(pr+c).
Par conse´quent, l’image de F (u,v,w) dans Zp/p
r+c de´pend uniquement de
(u,v,w) mod pr, on note alors F ∗(x,y,z) cette image.
Si F ∗(x,y,z) 6= 0, alors l’inte´grale∫
{(u,v,w)∈Z3n+3p ,
[u,v,w]r=(x,y,z)
F (u,v,w)=0}
ωL,p(u,v,w)
est nulle, et l’ensemble
{(u,v,w) mod pr+c | [u,v,w]r = (x,y,z), F (u,v,w) ≡ 0(pr+c)}
est vide.
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Si F ∗(x,y,z) = 0 alors, par le lemme de Hensel, les applications coor-
donne´es X0, ...,Xn, Y0, ..., Yn, Z0, ..., Zn−1 de´finissent un isomorphisme de
{(u,v,w) ∈ Z3n+3p | [u,v,w]r = (x,y,z), F (u,v,w) = 0}
sur
(x,y, zˆ) + (prZp)
3n+2,
ou` zˆ = (z0, ..., zn−1). Par conse´quent, on a :∫
{(u,v,w)∈Z3n+3p ,
[u,v,w]r=(x,y,z)
F (u,v,w)=0}
ωL,p(u,v,w)
=
∫
(x,y,zˆ)+(prZp)3n+2
pcdu0,p...dun,pdv0,p...dvn,pdw0,p...dwn−1,p = p
c−r(3n+2).
On a d’autre part, puisque F (u,v,w) mod pr+c ne de´pend que de (x,y,z) :
p−(r+c)(3n+2) card{(u,v,w) mod pr+c | [u,v,w]r = (x,y,z),
F (u,v,w) ≡ 0(pr+c)} = p−(r+c)(3n+2)p(3n+3)c = pc−r(3n+2).
On a donc finalement :∫
{(x,y,z)∈Z3n+3p , x 6≡0(p)
y 6≡0(p), z 6≡0(p), F (x,y,z)=0}
ωL,p =
∑
(x,y,z)∈W ∗(r)
F ∗(x,y,z)=0
pc−r(3n+2)
=
∑
(x,y,z)∈W ∗(r)
p−(r+c)(3n+2) card{(u,v,w) mod pr+c | [u,v,w]r = (x,y,z),
F (u,v,w) ≡ 0(pr+c)} = N
∗(r + c)
p(r+c)(3n+2)
.
D’ou` le re´sultat.
Nous e´tablissons a` pre´sent un lemme issus de [P-T, Lemme 3.3] et [Sch2,
Lemme 3.5].
Lemme 7.7. On a que∫
{(x,y,z)∈Z3n+3p , x 6≡0(p)
y 6≡0(p), z 6≡0(p), F (x,y,z)=0}
ωL,p =
(
1− 1
pn
)3 ∫
(x,y,z)∈Z3n+3p
F (x,y,z)=0
ωL,p,
et
lim
r→∞
N∗(r)
pr(3n+2)
=
(
1− 1
pn
)3
σp.
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De´monstration. Pour de´montrer la premie`re e´galite´, il suffit de remarquer
que :
ωL,p(px,y,z) = ωL,p(x, py,z) = ωL,p(x,y, pz) = p
−nωL,p(x,y,z),
ωL,p(px, py,z) = ωL,p(px,y, pz) = ωL,p(x, py, pz) = p
−2nωL,p(x,y,z),
ωL,p(px, py, pz) = p
−3nωL,p(x,y,z).
En effet, on a alors∫
{(x,y,z)∈Z3n+3p , x 6≡0(p)
y 6≡0(p), z 6≡0(p), F (x,y,z)=0}
ωL,p =
(
1− 3
pn
+
3
p2n
− 1
p3n
)∫
(x,y,z)∈Z3n+3p
F (x,y,z)=0
ωL,p
=
(
1− 1
pn
)3 ∫
(x,y,z)∈Z3n+3p
F (x,y,z)=0
ωL,p.
Nous avons vu par ailleurs que (cf. lemme 7.4) :
σp = lim
r→∞
N(r)
pr(3n+2)
,
ou` N(r) = card{(x,y,z) mod pr | F (x,y,z) ≡ 0(pr)}. On conside`re en-
suite pour r > 0 fixe´ et pour des entiers i, j, k tels que r > i+ j + k :
N˜(i, j, k) = card{(x,y,z) | x ∈ (piZp/pr)n+1, x 6≡ 0(pi+1),
y ∈ (pjZp/pr)n+1, y 6≡ 0(pj+1), z ∈ (pkZp/pr)n+1,
z 6≡ 0(pk+1), F (x,y,z) ≡ 0(pr)}.
On a alors
N˜(i, j, k) = card{(x mod pr−i,y mod pr−j,z mod pr−k) | x 6≡ 0(p),
y 6≡ 0(p), z 6≡ 0(p), F (x,y,z) ≡ 0(pr−i−j−k)},
et on en de´duit :
N˜(i, j, k) = p(n+1)(i+j)p(n+1)(j+k)p(n+1)(i+k)N∗(r − i− j − k)
= p2(n+1)(i+j+k)N∗(r − i− j − k).
Soit r0 un entier comme dans le lemme pre´ce´dent, et soit
I(r) = {(i, j, k) | r − r0 < i+ j + k 6 r − r0 + 3}.
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On remarque que :
N(r) =
∑
i,j,k>0
r−i+j+k>r0
N˜(i, j, k)
+O
 ∑
(i,j,k)∈I(r)
card{(x,y,z) mod pr | x ≡ 0(pi), y ≡ 0(pj), z ≡ 0(pk)}
 .
Or, ∑
(i,j,k)∈I(r)
card{(x,y,z) mod pr | x ≡ 0(pi), y ≡ 0(pj), z ≡ 0(pk)}
≪r0 r2 max
(i,j,k)∈I(r)
p(n+1)(r−i)+(n+1)(r−j)+(n+1)(r−k)
≪r0 r2p(3n+2)r max
(i,j,k)∈I(r)
pr−2(i+j+k)
≪p,r0 r2p(3n+2)rp−r.
On a donc
N(r) =
∑
i,j,k>0
r−i+j+k>r0
p2(n+1)(i+j+k) +O(r2p(3n+1)r).
Puisque la somme est restreinte aux (i, j, k) tels que r0 6 r − i − j − k, on
a alors par le lemme pre´ce´dent :
N∗(r − i− j − k)
p(r−i−j−k)(3n+2)
=
N∗(r)
pr(3n+2)
.
On a donc
N∗(r − i− j − k) = N∗(r)p−(3n+2)(i+j+k),
et donc
N(r) =
 ∑
r06r−i−j−k
p−(i+j+k)n
N∗(r) +O(r2p(3n+1)r).
On obtient donc finalement
σp = lim
r→∞
p−(3n+2)rN(r) =
(
1− 1
pn
)−3
lim
r→∞
p−(3n+2)rN∗(r).
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D’apre`s ce lemme, on a donc :
σp =
∫
(x,y,z)∈Z3n+3p
F (x,y,z)=0
ωL,p.
En utilisant le lemme 7.5 on a ainsi :
(79) τp(V (Qp)) =
(
1− 1
pn
)3
σp.
7.3 Conclusion
Rappelons que la formule asymptotique conjecture´e par Peyre dans [Pe]
pour le nombre NU (B) de points de hauteur borne´e par B sur l’ouvert U
de Zariski de la varie´te´ V (pour la hauteur associe´e au fibre´ anticanonique
ω−1V ) est :
(80) α(V )β(V )τH(V )B log(B)
rg(Pic(V ))−1
ou`
α(V ) =
1
(rg(Pic(X))− 1)!
∫
Λ1eff (V )
∨
e−〈ω
−1
V ,y〉dy,
Λ1eff(V )
∨ = {y ∈ Pic(V )⊗R∨ | ∀x ∈ Λ1eff(V ), 〈x, y〉 > 0}
et
β(V ) = card(H1(Q,Pic(V ))),
τH(V ) =
∏
ν∈Val(Q)
τν(V (Qν)).
Or, dans le cas pre´sent on a
Pic(V ) = Z.OV (1, 0, 0)⊕Z.OV (0, 1, 0)⊕Z.OV (0, 0, 1) ≃ Z3, rg(Pic(V )) = 3,
ω−1V = OV (n, n, n),
Λ1eff(V ) = Z.OV (1, 0, 0) ⊕ Z.OV (0, 1, 0) ⊕ Z.OV (0, 0, 1) ≃ (R+)3.
On a par conse´quent :
α(V ) =
1
2
∫
[0,+∞[3
e−nt1−nt2−nt3dt1dt2dt3 =
1
2n3
.
D’autre part Pic(V ) ≃ Z3, et le groupe de Galois Gal(Q/Q) agit triviale-
ment sur Pic(V ), on a donc
β(V ) = 1.
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Par ailleurs, d’apre`s ce qui a e´te´ vu dans les sections pre´ce´dentes, on a
∏
p∈P
τp(V (Qp)) = S
∏
p∈P
(
1− 1
pn
)3
et
τ∞(V (R)) =
n3
8
J.
Ainsi on a ici
α(V )β(V )τH(V )B log(B)
rg(Pic(V ))−1 =
1
16
SJ
∏
p∈P
(
1− 1
pn
)3
B log(B)2
=
1
16
σ′B log(B)2,
et on retrouve bien la formule de la proposition 7.1.
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